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16. § Kbzépponti és keriileti szogek

A kor sugarai, harjai és érintéi altal alkotott szogeket vizsgaljuk. A ko6zép-
ponti szoggel mar 15.1-ben megismerkedtiink.

16.1 A kor két kozos végpontu hirja altal alkotott konvex szoget keriileti
sz0gnek nevezzitk. Az AC, BC hurok altal alkotott ACB keriileti szdgrol
(80a abra) azt mondjuk, hogy a szogtartomanyban levd, tehdt a C pontot

nem tartalmazéo AB koriven
nyugszik.

A Keriileti szognek mondjuk
azt a konvex szoget is, amelyet
egy hur és ennek egyik vég-

8 pontjabol indulé, a kort érinté
8 félegyenes alkot. Az ilyen szog-
r6l is mondjuk, hogy azon a
koriven nyugszik, amely a hur
a) b) végpontjait koti ossze, s ame-
80. dbra lyet a szogtartomany tartalmaz
(80b abra).

Tétel. A keriileti s2ig kétszerese egyenld az ugyanazon az iven nyugvo
kozépponti szoggel. |

Bizonyitds. a) Az allitast el6szor a hur és érinté alkotta keriileti sz¢-

gekre bizonyitjuk (81. abra). Tekintsiik az AB iven nyugvé ABT Kkeriileti
szoget. Felezze az OF sugar az ugyanezen az iven nyugvé AOB kozépponti

F F

a) b) c)
81. dbra

szoget. Azt kell bizonyitanunk, hogy az ABT < és FOB<] egyenld. Ezek
meréleges szar( konvex szogek, tehat vagy egyenlok, vagy kiegészité szogek.
Egyenloségikre abbdl kovetkeztethetiink, hogy nem lehet az egyikiik hegyes,
a masik meg nem. Ez valoban igy van, mert az ABT <[-re és az FOB <]-re
is all, hogy akkor és csak akkor hegyes, ha az AF B koriv a félkornél kisebb.

b) Tekintsiik most a harok 3ltal alkotott AC B Keriileti szoget (82. dbra).
Huzzuk meg a C pontban a kort érinté CT félegyenest olyan irdnyban, hogy
az ACT Kkertileti szog az ABC iven nyugodjék. Minthogy B az ACT <] tarto-
manyaban van,

ACB< = ACT< — BCT.

A jobb oldalon allo szogek a) szerint feleakkordk, mint az ABC iven, illetéleg
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a BC iven nyugvé kozépponti szog. Ebbol kovetkezik, hogy a bal oldali szdg
feleakkora, mint e két szog kiillonbsége, azaz az AB iven nyugvd kozépponti
$20g. —

@ T
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.

SRS’
a)

b)
82. dbra

Tételiink azt is kimondja, hogy minden félkéron nyugvd, vagyis 4tmérén
nyugvo keriileti szog derékszog.

Tetel. Egy kor egybevdgo korivein egyenld keriileti szdgek nyugszanak.

Ezzel azt is kimondtuk, hogy az ugyanazon iven nyugvé keriileti szogek
egyenlék. Ha mar foglalkoztunk volna a koriv mérésével, akkor egybevagé
ivek helyett egyenld iveket is mondhatnank.

Bizonyitdsként elég arra hivatkoznunk, hogy egybevagé ivekhez egyenid
kozépponti szogek tartoznak. —

B1 Szakaszunk mindkét tétele valtozatlanul helyes marad, ha megfelelGen irdnyitott
szogtartomanyokra mondjuk Kki.

a) Az els8 tétel esetében természetesen figy értjlik ezt, hogy az egymashoz tartozé
keriileti és kdzépponti szigeket olyan modon irdnyitjuk, hogy kezd@szaraik is és végszaraik
is a korvonalon taldlkozzanak,

Elég az allitast hur és érintd alkotta keriileti szogre igazolni, mert ebb6l ugyanagy
kovetkeztethetfink tovabb, mint ahogyan bizonyitasunk b) részében eljartunk.

Ha a hir az érintfre merdleges (81b abra), akkor helyes az allitas, hiszen az ABT < és
AOF < ebben az esetben egy &llash irdnyitott szogtartomanyok.

Ha az ABT < nem derekszog (81a ¢s 81c¢ abra), akkor forgassuk el 90°-kal olyan irany-
ban, hogy a BT szdr az OB félegyenes iranyaba jusson. Minthogy az ABT < és FOB <t merd-
leges szar(, a mondott elforgatas a BA szarat az OF egyenessel parhuzamos helyzetbe viszi.
Nem lehetséges azonban, hogy az OF félegyenessel ellentétes irdnyba jusson, mert akkor az
(irdnyitatlan) ABT & az FOB < Kkiegészit0 szoge volna, marpedig tudjuk, hogy ezek egyen-
16k és nem derékszogek. Kell tehat, hogy az ABT < az elforgatas utdn az FOB < -gel egy
allasit helyzetbe jusson, vagyis hogy ezek az irAnyitott szbgtartomanyok egyenlfk legyenek.
Ezért a 2ABT . = AOB < 0Osszefliggés az irdnyitott szdgtartomanyokra is fennall.

b) Masodik tételiink esetében is természetes az, hogy ha irdnyitott szégtartomanyokrél
szO0lunk, akkor megkdoveteljilk, hogy az egybevagd korivek olyan végpontjai helyezkedjenek
el a kezdOszarakon (¢s a vegszarakon is), amelyek egymast fedik akkor, ha a két korivet a
sikban elforgatva egymadsra fektetjiik.

Allitisunk helyessége kdvetkezik abbdl, hogy az egymasba elforgathat6 ivekhez egyenl§
irAnyitott kozépponti szogtartomanyok tartoznak, €s ezekr6l a)-ban mar belattuk, hogy a hoz-
zajuk tartozd irdnyitott keriileti sziogtartoményoknak a kétszeresei.

B2 A kozépponti és a keriileti szdogeket iranyitott szogekként is tekinthetjilkk. Nem
beszélhetlink azonban ilyenkor arrdl, hogy a szégek melyik kériven nyugszanak, hanem csak
arrol a rendezett (azaz sorrendben megadott) pontparrdl, ahol a szigek els6 és masodik szara
a kodrlemezt elhagyja. Egybevagé ivek helyett most a kor kozéppontja koriili elforgatassal
fcdésbe hozhaté rendezett pontparokat kell tehat mondanunk,
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Ha szakaszunk két tetelét rendezett pontparon nyugvé irdnyitott szOgekre mondjuk
ki, akkor az els§ tétel helyes marad, a masodik azonban nem.

a) Az irdnyitott szoégekre kimondott elsé tétel helyességét a kivetkezbképpen latjuk
be: Az iranyitott kerfileti sz6g mértekei kozott szerepel annak az irdnyitott konvex szogtarto-
manynak a mértéke is, amelyiknek kezd§ és végszara az irdnyitott keriileti szdg elsf és masodik
szaraval azonos. Ehhez az irdnyitott kertleti szogtartomanyhoz B1 szerint egy kétszer akkora
iranyitott kozépponti szogtartomany tartozik. Ez utdbbinak a mértéke szerepcl annak az
iranyitott kdzépponti szégnek a mértékei kozott, amelyikr6l a bizonyitandé tétel sz6l, hiszen
szaraik sorrendre nézve is azonosak.

Ezek szerint helyes az allitas, mert a benne szerepll irdnyitott szégeknek vannak olyan
mertékei, amelyekre az allitas teljesiil, s ebbdl ktvetkezik, hogy a 360°-08 modulusra vonat-
koz6 kongruencia minden mas mértékre is fennall.

Megjegyezhetjiik, hogy az els§ tétel sem volna helyes irdnyitott szbgek korében, ha
nem a Kerlileti szig kétszeresérdl, hanem a kdzépponti sz0g felér(l szélna. Ez abbdl kovet-
kezik, hogy az imént bizonyitott kongruencidt nem oszthatjuk 2-vel (vo. 3.5 B2).

b) A masodik tétel mair nem szolgaltat 360° modulusra vonatkozé helyes kongruenciat,
ha iranyitott szogekre mondjuk ki. Ha a tétel a keriileti szogek kétszeresének egyenlOségét
mondana ki, akkor irdnyitott szdgek korében is helyes volna, hiszen ezek a kétszeresek a) sze-
rint a megfeleld és egybevagd iranyitott kdzépponti szégek mértékei. Az igy kapott 360°-0s
modulusra vonatkozo kongruenciat nem szabad azonban 2-vel egyszerfisiteni (vd. 3.5 B2).
A 88, abran meg is gy6z8dhetiink arrél, hogy az iranyitott BAD < és BCD < nem egyenld.

Helyes eredményhez jutunk azonban a 2-vel vald egyszerfisités révén akkor, ha a kapott
Osszefiggest 180° modulusra vonatkozd kongruencidnak tekintjilk. Az algebrdnak arra a téte-
lére kell csak hivatkoznunk, hogy a kongruencidt szabad egy (0-tdl kiillonb§z6) szdmmal
osztanunk, ha a modulust is elosztjuk ezzel a szammal. A kapott kongruenciat Ggy értelmez-
hetjiik, hoggr az nem iranyitott szdgekrll, hanem e szogek szaregyeneseinek irdnyitott hajlas-
sz0gérll szol, hiszen ilyen szOgek egyenlfsége éppen 180° modulusi kongruenciat jelent.

Okoskodasunk a kovetkezd eredményhez vezetett el: Ha A és B a kor két rogzitett
pontja, és P a kor tetszlleges pontja, akkor a PA, PB egyenesek irAnyitott hajldsszdge nem
fiigg P megvalasztasatol. Mas szoval ez azt jelenti, hogy P helyzetétll fiiggetleniil mindig
ugyanolyan iranyban és ugyanakkora szoggel kell a PA egyenest P korill elforgatni, hogy a
P B egyenest fedje. A P pont egybe is eshetik az A, B pontok valamelyikével, s akkor az §ssze-
kOt0 egyenes szerepét az érint0 jatssza.

Utols6 eredményfinkhdz egyszer(ibben is eljuthattunk volna (lasd B3). Célunk azonban
itt az volt, hogy rAmutassunk arra, hogyan médosulnak ennek a szakasznak a tételei, ha a
kiildonféle szogfajtdkra akarjuk azokat kimondani.

B3 Szakaszunk tételeinek néhany atszovegezesét és altalanositasat targyaljuk.
a) Els6 teteliinket a kdvetkezOképpen szdvegezhetjiik: Ha egy a kOrdn mozgé P pont

az AB ivet bejarva A-bdl B-be jut, tovabba O a kozéppont €s C a kiérnek egy az AB ivhez |

nem tartoz6 rogzitett pontja, akkor P mozgasa sordn a CP egyenes feleakkora szbggel fordul
el, mint az OP egyenes. Megengedhetjiik azt is, hogy C az AB iv valamelyik végpontja legyen,
de akkor a forgo CP egyenes kezdGhelyzetét vagy veéghelyzetét az érintl adja.

Ezt az eredményt igy is kimondhatjuk: Ha a P pont a kor riégzitett C pontjabdl kiin-
dulva allandd szbgsebességgel bejarja a kort és végiil ismet C-be jut, akkor a CP egyenes
is éllagdé,ﬁde feleakkora szdgsebességgel forog. E forgo egyenes kezd6 és véghelyzete a C-ben
vont erintd.

Ez megint mas alakban a kévetkezdképpen mondhaté ki: Ha a kdr C pontjan athalad¢
egyenes C koril allando sz6gsebességgel forog, akkor ennek az egyenesnek a kirrel alkotott
masodik metszespontja ugyancsak allandd, de keétszer akkora szogsebességgel halad a kordn.
];: masodik metszéspont helyett itt maga a C pont veendl akkor, amikor a forgd egyenes a

Ort érinti.

Ha nem szogsebessegrOl, hanem elforduldsrdl beszeliink, akkor utolsé6 eredményilnk
a kovetkez0t adja (83. abra): Ha egy konvex szogtartomdny csucsa a koron van, és azxt a korivet
tekintjiik, amelyik ennek a sziogtartomdnynak, valamint csucsszige tartomdnydnak egyesitésében
van, akkor az ehhez az ivhez tartozd kOzépponti sz0g kétszer akkora, mint az eredeti konvex s20g.
Ez szakaszunk els6 tételének altaldnositasa. Tartalmilag ujat azonban csak a 83c abra esete
nyujt.
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b) Ha a kordn allandd szdgsebességgel keringé P pontot a kér két pontjaval, a C,, C,
pontokkal kétjilk dssze, akkor a) masodik bekezdése alapjan tudjuk, hogy a C,P és C,P egye-
nesek allando és egyenld szbgsebességgel forognak. Itt is az érint6 veend§ akkor, amikor azonos
pontokat kellene dsszekdtniink. Hozzatehetjfik, hogy a két forgé egyenes egy irdnyban forog,
hiszen ha ellentétes iranyban forognanak, akkor kdzben parhuzamossa is valnanak, marpedig
mindig van metszéspontjuk.

VLYK%

83. dbra

Ha tehat a kdr C,, C,, P pontjai altal meghatdrozott C,, P, C,P egyeneseket a C,, C, pontok
koriil ugyanabban az iranyban és ugyanakkora szigsebességgel forgatjuk, azaz gy mozgat-
juk, hogy kbzben az iranyitott hajlasszogiik ne valtozzék meg, akkor a metszéspontjuk a kort
irja le. Ha ez a metszéspont a C,, C, pontok valamelyikével azonos, akkor a két egyenes egyike

ott érinti a kort.

Ezek szerint a kor Cy, C,, P pontjai dital meghatdrozott C,P, C,P egyenesek irdnyitott

hajldsszdge akkor és csak akkor egyenlé a C,Q, C,Q egyenesek irdnyitott hajldsszdgével, ha Q is
a kdrén van. Itt is megengedhetjik, hogy P vagy Q a C,, C, pontok valamelyikével azonos
legyen, ha azonos k&rpontok Osszek(t6 egyenesének az érintdt tekintjik.

Utolsé eredményiink egyik fele B2b) végeredményét ismétli meg, a masik fele mar 16.3
és 16.4 targykbrébe vag.

Felesleges taldn hangsu-
lyoznunk, hogy ebben a meg-
jegyzésben csak egyszer(bb
szOvegezés és kOnnyebb Aat-
tekintés kedvéért beszéltlink
szbgsebességrfl. Mindezt el-
mondhattuk  volna ugy s,
hogy csak elforgatésokrél szé-
lunk.

16.2 Tétel. a) Ha egy a) b)
konvex sz20g¢ csucsa a koron be-
lil van, akkor ez a s0g egyen-
I0 azon két  kézépponti s20g
dsszegének a felével, amelyeknek
egyike a sz0g szdrait 0sszekotd,
mdsika pedig a csucssz0g szd-
rait 0sszek0td korivhez tartozik.

b) Ha egy konvex sz0g
csucsa a Kkordn kiviil van, és
mindkél szdra mefszi vagy érinti
a kort, akkor ez a sz0g egyenlé
ahhoz a két ivhez tartozd kozép-
ponti s20g kiilonbségének a felé-
vel, amelyek a s20g szdrait
Osszekotd két korivhez tartoznak.

Bizonyitds. A lehetséges 84. dbra
eseteket a 84. abra mutatja
be. Ennek az 4brdnak a jelo-
léseit hasznaljuk. Az 4brdn bemutatott esetek mindegyikében az AC és BD ivekhez tartozé
kozépponti szogekrd! van sz6.
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a) Ha P a koron beliil van, akkor a vizsgait P« az ADP a kiilsd szoge, tehat
Pa = BAD <4 + ADC 4.

A jobb oidali keriileti szogek a BD, AC iveken nyugszanak, s ezért dsszegiik az iveken nyugvo

kozépponti szégek Osszegének felével egyenld.
b) Ha P a koron kiviil van, akkor a TAD « az ADP a kiils6 szoge, tehat

Pa = TAD«a - ADP «.

A jobb oldali szégek a BD és az AC iven nyugv6 keriileti szogek, ezért kiilonbségiik az {vek-
hez tartoz6 kozépponti szogek kiilonbségének felével egyenld. —

A b) eset bizonyitdsa azt is mutatja, hogy a kiilinbség képzésekor az az iv adja a kivo-
nand6t, amelyik a P pontbdl nézve konvex, vagyis az az {v, amelyet a P pont ¢s az {v vegpont-

jai altal meghatarozott haromszoig tartalmaz.
B Ha ennek a szakasznak a tételét egybevetjiik azzal, amit 16.1 B3-ban bizonyitottunk,

és a 83. 4brdn mutattunk be, akkor a kivetkez6 altalanositashoz jutunk: Ha két cshcsszig
tartomanyat tekintjiik, és egy kor tigy helyezkedik el, hogy van kozis pontja a tartomanypar
altal tartalmazott egyenesek mindegyikével, akkor a csiicsszdgek kétszerese egyenlé azoknak
a kdzépponti szogeknek az algebrai 6sszegével, amelyek a tartomanypar altal tartalmazott
korivekhez tartoznak; az algebrai Gsszeg itt azt jelenti, hogy negativ el6jellel kell venni az
olyan ivhez tartoz6 k6zépponti szoget, amely a szgek csuicsabol nezve konvex. |

16.3 Ha a P pont az AB szakasznak nem végpontja, akkor a konvex
APB < -r6]l mondjuk, hogy az AB szakasz a P pontbél ekkora szogben lat-
haté. Ezt a szoget ldtdszognek mondjuk.

Tétel. A sik azon pontjainak a mértani helye, amelyekbol egy szakasz meg-
adott (0° és 180° kdzitti) szogben ldthatd, a szakasz végpontjait osszekito, a sza-
kaszra vonatkozdlag szimmetrikusan elhelyezkedd ket koriv belseje (8. abra).

a) b) c)
85. dbra

Azért mondtuk, hogy a mértani hely a korfvek belseje, mert a két végpont
nem tartozik a mértani helyhez, hiszen nem is lehet sz6 arré6l, hogy a szakasz
mekkora szogben lathat6é a végpontjaibdl. A tétel csak 0° és 180° kozotti
lat6szogekr6l sz61, hiszen a 180°-o0s latoszogh pontok mértam helye a szakasz
belseje, a 0°-0s latészoglieké pedig a szakaszt meghosszabbito két félegyenes

belseje.
Bizonyitds. A szakasz egyenesére nézve szimmetrikusan elhelyezkedé

pontokbdl ugyanakkora szogben lathaté a szakasz, hiszen a tiikrozés a szogeket
nem valtoztatia meg. Ezért elég a keresett mértani helynek csak a szakasz

egyenese altal hatarolt egyik félsikban lev{ részét vizsgaini.
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a) Tekintsiik az AB szakaszt, és szemeljiuk ki az AB egyenes altal ha-
tarolt egyik félsikot. A ki nem szemelt félsikban olyan A kezdépontu és B
kezdéponti félegyenest vesziink fel, amelyek az AB szakasszal a megadott
o szoget zarjak be (86. abra). A felvett félegyenesekre A-ban és B-ben mer6-
legest allitunk. Ezek o< 180° miatt nem meré6legesek AB-re, kovetkezés-
képpen metszik AB felez6meroOlegesét, mégpedig
a szimmetria miatt ugyanabban az O pontban.
O koriil az A, B pontokon athaladé kort irunk,
és ennek a kornek a kiszemelt félsikban elhelyez-
kedé ABivét tekintjiik. Az AB szakasz o szog-
ben lathaté az AB iv barmely bels6 C pont-
jabél, mert az ACB <], valamint az imént fel-
mért o szogek mindannyian ugyanazon az iven
nyugvo keriileti szogek, ti. a rajzolt kornek a
ki nem szemelt félsikban elhelyezkedd ivén
nyugszanak. o

b) Be kell még latnunk, hogy ha a kiszemelt
félsik P pontja nincs a kapott AB iven, akkor az
AB szakasz P-b6l o-t6l kiilonbozé szogben lathatd. Feltebetjik, hogy P
nincs az AB egyenesen, hiszen ott a 14toszog csak 0° vagy 180° lehet.

Az AB szakaszon beliil egy D pontot valasztunk (87. abra). A DP fél-

egyenes az AB korivet egy C pontban metszi, és C az AB ivnek belso pontja,
. hiszen P nincs az AB

egyenesen. Az ABC és
ABP haromszigek egy-
mastol kiilonboz6k, és az
egyik tartalmazza a ma-
sikat.

Ha P az AB iv altal
hatarolt korszeleten beliil
van, ha tehat P a DC sza-
kasz bels6 pontja, akkor

87. dbra az ABC A tartalmazza az

ABP A-et, és ezért 9.1

masodik tétele szerint APB<J > ACB<[=oa. Ha viszont P a Kkorszeleten

kiviil van, ha tehat P a DC szakasz meghosszabbitdsan helyezkedik el, akkor
az ABPA tartalmazza az ABC A-et, és ezért APB<<ACB<] = «.

Ezek szerint az AB szakasz a vizsgdlt P pontok mindegyikébdl a-tdl
kiilonb6z6 szogben lathatd. —

A tétel allitdsdn tdlmenden azt is bebizonyitottuk, hogy a tételben sze-
replé két koriv altal hatarolt sikidomon belill a 14t6szog nagyobb, azon
kiviil viszont kisebb, mint az adott szog.

Tétel (THALES* tétele). A stk azon pontjainak mértani helye, amelyekbol
egy megadott s~akasz derékszdghen ldthaté, a szakaszhoz mint dtmérohoz tartozo
kor, elhagyva beléle a szakasz végpontjait.

‘__#

86. dbra

* A gbrog Thates i. e. 624—548 élt. O a legrégibb ismert nevii matematikus.
16.3




108 A sik elemi geometridja

A szakasz végpontjait ki kell zérni, mert ott latoszogrél nem beszél-
hetiink. A szakaszhoz mint 4tmér6hoz tartozé kort tételiinkre valé hivatko-
zassal Thales-kirnek nevezziik (85b &bra). A tétel egyik felét mar 16.1-ben
kimondtuk, amikor megallapitottuk, hogy az a&tmérén nyugvo keriileti szog
derékszog.

Bizonyitds. A tétel az el6z6 tétel specidlis eseteként adodik. Ha a = 90°,
akkor az el§z§ bizonyitdsban szerepld O pont az AB szakasz felezopontja.
Ezért az ott szerepld korivek félkorok, amelyek egyiittesen az AB atmér6jii
kort alkotjak. —

Az el6z6 tételnél mondottakra hivatkozva azt is megallapithatjuk, hogy
az atméré a kor belsé pontjaiboél tompa- (vagy 180°-0s) szigben lathat,
a kiils6 pontokbdl pedig hegyesszogben.

Tételiink alapjan kimomdhatjuk, hogy két adott ponton athalado és egy-
masra merdleges egyenesek metszéspontjanak mértani helye a két pont Ossze-
kot6 szakasza folé mint atmérg folé irt kor. Azt is kimondhatjuk, hogy ha az
A pontbél a B ponton athaladd egyenesekre merdlegest bocsatunk, akkor
a talppontok mértani helye az AB atmér6ji kor. Hangsdlyozzuk, hogy Thales
tételének ezeknél az atfogalmazéisaindl nincs sziikség a szakasz végpontjainak
a Kizarasara.

A Thales tételére adott bizonyitdsunk kordntsem a legegyszeribb. A tétel tartalmi-
lag szinte azonos 14.5 tételével, és azt joval egyszerfibben bizonyitottuk. A mi targyalasunk
e szakasz két tételének a kapcsolatat domboritotta Kki.

16.4 Azokat az egyszer(i sokszogeket, amelyeknek minden csticsa egy
koron van, amelyeknek tehat minden oldala a kornek hurja, hursokszogeknek
(korbe irt sokszog) nevezziik. Azt is mondjuk, hogy az ilyen sokszogek kore
kor irhato, vagy hogy van kdriilirt korik. Minden hirsokszég konvex, hiszen
nem lehet pontja egyik oldal meghosszabbitasan sem. [gy tehat csak konvex
sokszogeknek lehet koriilirt koriik.

Mi most a hirnégyszigekkel foglalkozunk (88. abra).

Tétel. Egy négysziog akkor és csak akkor hurnegyszog,
ha két szemkozti sz0ge kiegészitd s20g.

Minthogy a négyszog szogosszege 360°, kovetkezik,
hogy ha két szemkozti szoge kiegészité szog, akkor a
masik két szoge is az. A tételt igy is szovegezhetjuk: egy
négyszog akkor és csak akkor hiurnégyszog, ha két-

38 dbra két szemkozti szogének oOsszege egyenlé. Ez a meg-
fogalmazas tételiinket 15.5 tételeivel allitja parhuzamba.

Bizonyitds. a) Egy hurnégyszog két szemkozti szoge a kornek olyan
két ivén nyugszik, amelyeknek az egyiittese a teljes korvonal, azaz kozéppont
szogeik osszege 360°. Ezért a szemkozti szogek osszege feleakkora. Ez a meg-
adott feltétel sziikségességét bizonyitja.

b) Ha az ABCD négyszogben A< + C<[=180°, akkor az el6z6 sza-
kasz értelmében A azon a koriven van, amelyiknek a belseje a BD egyenes
4ltal hatarolt egyik félsikban az olyan pontok mértani helye, ahonnan a BD
tavolsdg A< alatt lathato. E korivet teljes korré kiegészité koriv belso pont-
jaib6l a BD tavolsag a) szerint az A <[ kiegészito szoge alatt 1athato. E ki-
egészité koriv belseje az el6z6 szakasz szerint a masik félsik ilyen tulajdon-
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sagti pontjainak a mértani helye. Ezért C ezen a kiegészito koriven van, és
a teljes kor az ABCD négyszog valamennyi csticsat tartalmazza. Belattuk
tehat, hogy a tételben megadott feltétel elégséges is. —

Tételiink alapjdn megdllapithatjuk, hogy a parallelogrammak Kkoziil
csak a téglalapok, a trapézok koziil pedig csak a szimmetrikus trapézok hir-
négyszogek.

Bl Ha az ABCD négysziog harnégyszog, akkor ACB< = ADB <, mert ugyanazon
az iven nyugvd keriileti sz6gek. Ez a feltétel a konvex négyszogek koreben elegséges is, mert
ha a feltétel teljesill, akkor az A, B, C, D pontok az el6z6 szakasz szerint egy koriven vannak.,
Azt azonban nem mondhatjuk ki, hogy feltételink minden négyszdgre, tehat a konkav negy-
szBgek korében is elégséges, ugyanis konkav négyszdg nem lehet hirnegyszog, pedig a feltetel
ezekreis teljesillhet. Ezt beldtjuk, ha a CD szakasz felez6merdllegesén a szakasz altal el nem
valasztott A, B pontokat vesziink fel, és az ABCD konkav negyszdget tekintjiik.

B2 Egy sokszognek egynél t6bb korilirt kore nem lehet, hiszen a sokszgnek legalabb
harom csticsa van, két kornek pedig 15.6 szerint kett6nél t6bb kozos pontja nem lehet.

17. § Hasonldsag

A koznapi nagyitas és kicsinyités szemlélete vezet el a hasonlosag fogal-
manak megalkotdsdhoz. Hasonlé alakzatok alapveté tulajdonsagait tar-
gyaljuk.

17.1 Hasonldésdgnak neveziink egy ponttranszformaciot, ha barmely két
pont képének a tavolsiga a pontok tavolségaval osztva mindig ugyanazt
a (0-t6l kiilonboz6) hdnyadost adja. Azt a pozitiv szamot, amely megmondja,
hogy a képtavolsagok a megfeleld targytavolsagoknak hanyszorosai, a ha-
sonlésag ardnydnak nevezziik. Ha az aranyszam 1-nél nagyobb, nagyitassal,
ha 1-nél kisebb, Kkicsinyitéssel dllunk szemben. Ha az aranyszam 1, akkor a
hasonldsag egybevagosag.

A hasonlosag értelmezéséb6l nyomban kovetkezik, hogy minden hasonlo-
sagnak van inverz transzforméciéja, hogy ez is hasonlésag, és hogy ez utob-
binak az ardnya az eredeti hasonldésdg aradnyanak a reciproka. Nyomban
belathaté az is, hogy ha egymast kovetden két hasonlésagot alkalmazunk,
akkor olyan hasonlésdghoz jutunk, amelynek az aranya a két alkalmazott
hasonldsag aranyanak a szorzata.

Két képtavolsdg aranya mindig megegyezik a hasonlosag altal hozzajuk
rendelt targytivolsiagok ardnyaval. Ha ugyanis a targytavolsagok és a meg-
felel6 képtavolsidgok hossza a, b, és a,, by, akkor a hasonlésag szerint a,: a, =
= b,:b,, s ebb8l az ardnyparbél a beltagok felcserélésével a,:b, = a;:b,
adodik. Ezt a tulajdonsigot akar a hasonlésdg definidlasara is felhasznal-
hatjuk. Roviden azt mondhatjuk tehat, hogy a hasonlésag aranytarto (ti. a
tavolsdgok aranyat megtarto) leképezés.

Két alakzat hasonld, ha van olyan hasonléség, amely az egyikhez a masikat
rendeli. A hasonldsag jele ~. Ha a hasonlé alakzatokat pontjaikkal adjuk meg,
akkor szokas szerint az egymasnak megfelel6 pontokat ugyanannyiadik helyre
irjuk. Az A,B,C; A ~ A,B,C, A irdsméd azt is jelzi tehat, hogy pl. A, és
A, egymésnak megfelelé pontok.

A fentebb mondottakbol kovetkezik, hogy ha egy alakzat hasonlo egy
mésikhoz, akkor ez utobbi is hasonld az els6hoz, valamint hogy ha két alakzat
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mindegyike hasonlo egy harmadikhoz, akkor ez a két alakzat is hasonlo egy-
mashoz. Ez utobbi Kijelentés azt is kimondja, hogy ha egy alakzat két egybe-
vagd alakzat egyikéhez hasonld, akkor hasonlé a masikhoz is.

Al A hasonl0sag definiciéjaban mi csak a tavolsagok aranyarél szoltunk, a szogek
egyenifségeérdl nem. Ez felesleges lett volna, mert a szégek egyenl6sége mar kovetkezik a tavol-
sagaranyok egyezésébll (lasd 17.4).

" a
A2 Ismételten dolgozunk e kdnyvben ardnypdrokkal. Az a: b arany eredetileg az n

hanyadost, az a: b= c: d ardnypar a két hanyados egyenldsegét jelenti. Els6sorban kés6bbi feje-
zetek érdekében mar itt leszogezzlik, hogy az ardnypar fogalmat altaldnositva hasznaljuk,
éspl.a3:0=2:0,3:2=0:0,3cm:2cm= 3:2, 3cm:2cm==90°;60°aranyparokat
is helyesnek mondjuk.

Az a:b= c:d aranypar ebben az altalanosabb értelemben azt jelenti, hogy vagy
van olyan x szidm, amelyre @ = xb és ¢ = xd, vagy pedig van olyan y szam, amelyre b = ya
és d = yc. Csak azért kellett itt két lehetOségrdl sz6lni, mert az is lehet, hogy az egyik oldalon
minden tag 0. A definiciobol kdvetkezik, hogy ha a:b = ¢:d, akkor c¢:d = a: b (oldalak
felcserélése) és b : a == d : ¢ (a tagok felcserélése mind a két oldalon). Azt is megallapithatjuk,
hogy ha a:b=c:x és a:b=c:y, ha tovabbad a nem 0 (nem 0 mértékd), akkor x =y
(kovetkeztetés a negyedik tagok egyenlfségére).

Ha az aranypar egyik oldalan All6 mennyiségek a jobb oldalon allokkal aranyba Allit-
hatok, ha tehat mind a két eldalon ugyanolyan mennyiségfajta szerepel, akkoraza:b=c¢:d
aranyparbol kovetkeztethetiink arra is, hogy a: ¢ = b : d (beltagok felcserélése)esd: b= c:a

(kiiltagok felcsereiése).
Ha az aranypar két oldalan olyan mennyiségek allanak, amelyeket egymassal Ossze-

szorozhatunk, akkor kimondhatjuk, hogy az aranypar akkor és csak akkor helyes, ha a Kkiil-
tagok szorzata a beltagok szorzataval egyenl8. Ilyenkor tehat a: b = ¢ :d, valamint ad = b¢

egyszerre helyes vagy helytelen.
Az a,:Q,: ... Q, = by: b, ...:b,irdsmdd azt jelenti, hogy a két oldal barmely két-két

megfeleld tagja aranypart ::11]io:"0t_.2 Ha a két oldalon egynem( mennyiségek allanak, és az egyik
oldalon 4116 tagoknak nem mindegyike O (illetve O mérték(i), akkor van olyan szam, amellyel
ezeket megszorozva a masik oldalon 4116 tagokat kapjuk meg. A késObbiekben f6ként harmas-

aranyok egyenl8sége szerepel majd.

Bl Felhivjuk a figyelmet, hogy e paragrafus targyalasa javarészt betfi szerint vonat-
kozik a térbeli alakzatokra is. Kflon felhivjuk a figyelmet ott, ahol ez nincs igy.

B2 A hasonlésag egy alakzaton definidlt leképezés (vd. 6.1 B2). Két sikbeli vagy térbeli
alakzat mindenesetre hasonlé akkor, ha van olyan, a teljes sikon vagy térben definialt hason-
16s4g, amely az egyik alakzathoz a masikat rendeli. Nem magatol értet6d6 azonban, hogy
hasonlé sikbeli vagy térbeli alakzatokhoz taldlhaté-e a siknak, illetve a térnek ilyen hasonlé-
sdga. Be fogjuk bizonyitani, hogy ez igy van (lasd 17.2 B).

B3 Megaillapithatjuk, hogy a sik és a tér hasonlosagai csoportot alkotnak. Ez a csoport
alcsoportként tartalmazza az egybevagoOsagok csoportjat.

B4 Megemlitjik, hogy korfllményesebben ugyan, de targyalni lehetne nem linedris
alakzatok hasonlésagit anélkiil, hogy aranyok szerepeljenek, s6t mindennem( szamolas nélkiil
is. Azt mondhatndk ugyanis, hogy (ha nem linedris alakzatokrdl van sz0) hasonlésagnak a
szOgtart6é ponttranszformaciot nevezziik, mégpedig eleg, ha ezt abban a legkevesebbet mondé
alakban értjiik, amelybdl 11.1 B2 kiindult (vd. 17.5 B2). Eszerint asik és a tér hasonlésiga
olyan ponttranszformacid, amely az egyeneseket egyenesekbe viszi 4t ¢és a metsz6 egyenesek
szdgét nem valtozfatja meg.

17.2 A hasonlosag targyalasat az itt kovetkezd tételekre alapozzuk majd.

Tétel (pdrhuzamos szeldk tétele). Ha egy sz0g szdrait pdrhuzamosokkal metsz-
sziik, akkor az egyik szdron keletkezd szakaszok ardnya megegyezik a mdsik szdron
keletkezo megfelelé szakaszok ardnydval.

A tétel a szog csticsatél a metszéspontokig terjedo és a metszéspontokat
0sszekOtd szakaszokra egyardnt vonatkozik. Az allitas akkor is helyes, ha nem
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egy sz0g szarairdl, hanem parhuzamos egyenesekrél van sz6, hiszen ott maguk
a megfeleld szakaszok is egyenlok.

Bizonyitds. a) Eldszor azt igazoljuk, hogy az egyik szar két egyenlé sza-
kaszanak a masik szaron is két egyenld szakasz felel meg. Legyen A,B, =C,D,
(89a abra), bizonyitando pedig az A,B,=C,D, egyenldség. Toljuk el az
A, B, B, A, sikidomot az O A, szar mentén dgy, hogy A, B, fedje a vele egyenld
C;D, tavolsagot. Az elmozgatott A,A,, B,B, szakaszok a parhuzamossdg miatt
a C,Cq, DD, egyenesekre Kkeriilnek. Toljuk el 11jb6l e sikidomot, mégpedig
a C,C, egyenes mentén dgy, hogy a mar elébb is eimozgatott A, pont végiil
a C, helyzetbe jusson. Ekézben a mar elébb is elmozgatott B, pont a D,D,
egyenesen mozog. Mivel A,B, alldsa az eltolasok sordn nem valtozik meg,
AgB, végill a CyD, helyzetbe jut. E tavolsdgok tehat valéban egyenldk.

b) Az altalanos esettel foglalkozunk. Legyen n tetszéleges természetes
szam. Osszuk fel-az A, B, tavolsagot n egyenld részre (89b 4bra), és mérijiik fel
e részt a C; pontbol kiindulva a C,D, tavolsagra annyiszor, ahdnyszor csak lehet.
Ha e felmérés k-szor lehetséges, akkor

A felmért részek végpontjain 4t parhuzamosokat hizunk a parhuzamos szel6k-
kel. Minden résznek a) szerint a mésik szaron is egyenlé szakaszok felelnek
meg, s ezért

A:5, =C,D, < (k1) 425,
R n

Egyenlétlenségeinket A,B;-gyel, illetéleg A,B,-vel osztva azt kapjuk, hogy a

k

CyDy/ A, B, €sCyD,[ A, By szamok egyike sem Kisebb —lf-—nél, viszont mindegyikiik

n
k + 1

n
két kozrefogd szamé, azaz

kisebb, mint . A két kozrefogott szdm kiilonbsége kisebb tehat, mint a

A;B;, A,B, n

17.2




112 A sik elemi geometridja

Minthogy az n természetes szamot onkényesen valasztottuk meg, kimondhat-
juk, hogy a bal oldali érték minden természetes szam reciprokanal kisebb.
Ebbél kovetkezik, hogy a bal oldali érték O, hiszen 0 az egyetlen olyan nem nega-
tiv szam, amely minden természetes szdm reciprokanal kisebb. Belattuk ilyen
modon, hogy a C,D, : A,B, = C,D, : A;B, aranypar helyes. —

Nemcsak ugyanannak a szdrnak a szakaszait allithatjuk aranyba, hanem
a két szar egy-egy megfeleld szakaszat is, és kimondhatjuk, hogy a parhuzamosok
altal kimetszett megfelelé szakaszparok ardnya minden ilyen szakaszparra
ugyanakkora. Ez a bizonyitott ardnyparbél adodik, ha abban a beltagokat
felcseréljiik.

A kovetkez6 tétel a most bizonyitott tétel megforditasa.

Tétel. Ha két egyenes egy sz0g szdraibdl olyan szakaszokat vdg le, amelyeknek
az ardnya mind a két szdron ugyanaz, akkor a két egyenes pdrhuzamos.

A tétel a szel6k altal a két szarbol lemetszett szeletekrdl, vagyis a szog
csticsatol a szel6k metszéspontjaiig terjedd szakaszokrdl szol. Az el6z6 tétellel
egyiitt azt mondja ki tételiink a 90. dbra jeloléseivel, hogy A;A; és B,B,
akkor és csak akkor padrhuzamos, ha OA,; : 0B, = 0A, : OB, teljesiil. Kimond-
hattuk volna azt is, hogy a parhuzamossagnak sziikséges és elégséges feltétele
az, hogy az egyik szel6 altal levagott szeleteknek az aranya megegyezzék a
masik szelé 4ltal levagottakéval, hogy tehat OA, : 0A, = OB, : OB,, hiszen
ez az ardnypdar az el6bbibél a beltagok felcserélésével adodik.

90. dbra 97. dbra

Bizonyitds. Feltessziik hogy O0A;: OB, = 0A,:0B;. A B, ponton at
A,A,-vel parhuzamosat huzunk. Ez az O A, szart a B pontban metszi. Bizo-
nyitanunk kell, hogy B és B, azonos. A 90. abra torzitva szemlélteti az okos-
kodast.

Minthogy A,A,||B,B, az el4z6 tétel szerint OA, : OB, =0A, : OB. Ha ezt
osszevetjilkk a B,-re vonatkozé aranyparral, akkor OB = OB, adddik. Ezért
B = By, és AA,||B;B;. —

Teétel. Egy szdg szdrait metsz6 pdrhuzamosokbél a szdrak dltal kimetszett
szakaszok ardnya megegyezik a pdrhuzamosok dltal az egyes szdrakbol lemetszett
szeletek ardnydval.

E tételnek mar a kimondasa is feltételezi e szakasz els6 tételének az ismere-
tét, hiszen a parhuzamos szakaszok aranya csak ugy lehet mindkét szar szele-
teinek az ardnyaval egyez§, ha ezek egymadssal is egyenldk.

Bizonyitds. A 91. abra parhuzamos A;A, és B, B, szel0jét tekintjiik. Az A,
ponton at az O A, szarral htizott parhuzamos a B, B, szel6t C pontban metszi.

17.2

Hasonlosdg i13

Alkalmazzuk e szakasz els6 tételét az OB,B,<J-re s a parhuzamos A,C, OB,
szelokre. [gy OA,: 0B, = B,C: B;B, adodik. Minthogy pedig az oldalak
parhuzamossaga miatt A,A,CB, parallelogramma, tehat B,C = A,A,, azért
OA,:0B, = AA, : B;B, is teljesil. —

Bi Az elsé tétel bizonyitasa joval rovidebb volna, ha csak raciondlis aranyti (kommen-
zurabilis, osszemérhet®) szakaszokkal foglalkoznank. Ez esetben nem is lenne sziikség egyen-
[6tlenség szerepeltetésére.

B2 Ennek a szakasznak valamennyi allitdsa helyes akkor is, ha nem a szog szérairdl,
hanem szaregyeneseirl, tehat két egymast metsz0 egyenesrll van szé. Bizonyitasaink is
vaitozatlanul helytallok maradnak. Egyedill az elsf tétel bizonyitasdban szereplé A,B,B;A,
négyszoget illetfen tartjuk megemlitendOnek azt,
hogy ha nem szdgvonalrél van szo, akkor ez a
négyszog hurkolt is lehet (92. abra).

Helyesek maradnak az allitasaink akkor is, )
ha ezeket megfelelen iranyitott szakaszokra :

mondjuk Ki. Ezt Ggy értjiik, hogy a szaregyenese-

ken elhelyezkedl, egymasnak megfelel6 szakaszok

kezdOpontjaiul (és végpontjaiul) ugyanannak a

szelfnek a metszéspontjait valasztjuk, s hogy a / y ‘
7|

szel6k szakaszainak kezdGpontjat (és végpontjat) B
ugyanazon a szdregyenesen Vesszlk fel, ¢s a ; :
parhuzamos szel6k mindegyikén termeszetesen '
ugyanazt az irdnyt vdlasztjuk pozitiv iranyul. .

Indokolasul elég megemliteniink egyreszt azt, 8

hogy ha az egyik szaregyenes iranyitott A,B,,

C,D, szakaszai egyiranyuak vagy ellentétes ira- ,

nyuak, akkor ugyanezt mondhatjuk a masik 92. dbra

szaregyenes megfeleld szakaszairdl is, masrészt

azt, hogy ha az egyik szaregyenes irdnyitott OA,, OB, szeletei egyezé vagy ellentétes
irdnytiak, akkor ugyanezt mondhatjuk a madsik szaregyenes megfelelé OA, OB, szakaszai-
t0l, valamint az A,A,, B,B, szelGszakaszokrol is.

B3 A szakasz els{ tétele bizonyitasanak b) részében egy gondolatmenetet alkalmaztunk,
amelyet kiilonféle geometriai bedltoztetésben tobb izben alkalmazunk majd (lasd 19.8,
20.2, 20.8, 27.2, 29.8). A cél mindeniitt az lesz, hogy bizonyos mennyiségek aridnyossiagat
Kimutassuk.

Ramutatunk itt arra, hogy a geometriai befltoztetést6l megfosztva hogyan szél ez a
gondolatmenet, hogy tehat milyen segédtétel volna sziikséges ahhoz, hogy ne kelljen ezt a
gondolatmenetet killonféle bedltoztetésben ujbol és 1jbol elvegezni.

Egy intervallumfiiggvényt tekintiink, azaz (egy szamtartomanyon beliill) minden
X = (x,, X,) szamkozhoz hozzarendeliink egy-egy y(X) értéket. Egy ilyen intervallum-
faggvény additiv, ha barmely két egymashoz csatlakozo, egyiittesen az X intervallumot szol-
galtatd X, és X, intervallumra y(X,) + yv(X,) = y(X). Egy intervallumfiiggvény pozitiv,
ha minden intervallumhoz pozitiv értéket rendel. Ha egy intervallumfiiggvény pozitiv és
additiv, akkor monoton is, azaz valamely X, intervallumot tartalmazé minden mas inter-
vallumra y(X,) < y(X,). Ennek bizonyitasa végett az X, intervallumot az egymashoz csatla-
kozo6 I,, X,, I, intervallumokra bontjuk fel, megengedve azt is, hogy az {,, I, intervallumok
egyike nullintervallum legyen. Az additivitasbél ilyenforman y(X,) = y(I)) 4+ y(X,) +
+ y(I;) adddik, ahol az y(I,), v(l,) értékek egyike O lehet. A pozitivitdsbol kovetkezik
tehat, hogy y(X,) > y(X,) valoban teljesiil.

Ha egy pozitiv és additiv intervallumfiiggvény egyenld intervallumokhoz egyenld értékeket
rendel, akkor két intervallumhoz rendelt érték ardnya a két intervallum hosszdnak ardnydyval
egyenld. Az allitas szerint van tehat olyan ¢ dllandd, hogy az X = (x,, Xx,) intervallumhoz ren-
delt érték y(X) = c(x, — X,).

Bizonyitas céljabol tekintsitk az A = (q,, a,) é¢s B = (b, b,) intervallumokat. Valasz-

a — a,
- hosz-

szunk egy n természetes szamot, és bontsuk fel az A intervallumot n egyenlo, -

g§ Bevezetés a geometridba — 4218 17.2
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sz(sdgu részintervallumra. Vagjunk le ezekkel egyenl$ részintervallumokat a B intervallum-
bol is, mégpedig a b, értéktbl elindulva sorozatosan annyiszor, ahanyszor csak lehet. Ha ez
k-szor lehetséges, akkor egyrészt igaz az, hogy B tartalmaz egy k egyenl$ részintervallumbol
Osszefett intervallumot, masrészt pedig, hogy egy k + 1 egyenld részintervallumbdl dsszetett
intervallum valédi részként tartalmazza a B intervallumot. Ezek szerint

a, —da a
- ‘gm-Q<m+n'n

1

k

n

Minthogy az egyenld részintervallumokhoz egyenl§ értékek tartoznak, ez az érték az
1
additivitas miatt csak — y(4) lehet. Az additivitast ujbdl kihasznalva, a fentebb mondottak
e 1
szerint igaz tehdt, hogy B tartalmaz egy olyan intervallumot, amelyhez az - y(A) érték

k-szorosa van hozzarendelve, és hogy B valédi része egy olyan intervallumnak, amelyhez
ugyanannak az értéknek a (k 4 1)-szerese tartozik. A pozitivitasbdl ¢s additivitasbol kovet-
kez0 monotonitas alapjan adodik tehat, hogy

A A
kXA <oy < ey AL
n n

Ha egyenl6tlenségeinket a pozitiv a, — a, és y(A) ertékekkel osztjuk, azt kapjuk,

ko k1 |
hogy — es kozrefogia a
" " by—b,  Y(B)
Qy,—4a, " y(A)
k
értékek mindegyiket, megengedve, hogy ﬂr—l—-nel egyvenldk is lehessenek. Ebbdl kovetkezik,
1
hogy a felirt két érték kiillonbsége a kozrefogd értékek killonbségénel, —-nél kisebb. Ezt a

n
megéllapitast a nem negativ kiilonbségre, vagy ha tetszik, a killonbség abszolut értékére tettiik.

|
Mivel a nem negativ killénbség - -nél kisebb, és n akarmelyik természetes szamot jelentheti,

azért a kiilonbség csak O lehet. Tamaszkodtunk itt arra, hogy pozitiv szam nem lehet minden
természetes szam reciprokanal kisebb, hiszen van olyan egész szam, amely egy adott pozitiv
szam reciprokanal nagyobb. Beldttuk ilyen mddon, hogy a felirt két értek egyenld, €s ez segéd-
tételtink helyességét mondja Kki.

Segédtételiink birtokdban joval egyszerlibb e szakasz elsé tételenek a bizonyitasa.
Az egyik szir szakaszaihoz hozzarendeljilk a masik szar megfelel0 szakaszainak a hosszat.
Ez az intervallumfiiggvény nyilvanvaléan pozitiv és additiv. A bizonyitas a) részében kimu-
tattuk azt is, hogy egyenld szakaszokhoz egyenld értékeket rendel. A segédtétel alapjan maris
kovetkezik ebbll a bizonyitandd allitas.

Segédtételiink mas szovegezéssel azt mondja ki, hogy ha minden szakaszhoz egy-egy
szamot rendeliink, mégpedig 1. mindig pozitiv szdmot, 2. egyenl0 szakaszokhoz egyenld
szamokat, 3. egymashoz csatlakozé szakaszokhoz olyan szamokat, amelyeknek az Osszege
a két szakasz egyiitteséhez rendelt szimmal egyenld, akkor a hozzarendelt szam csak a szakasz
hosszdnak allanddszorosa lehet, Ha tehat azt is megkoveteljiik, hogy 4. az egységszakaszhoz
rendelt szdm 1 legyen, akkor a hozzarendelt szdm csak maga a hossz lehet. E megailapitas
sikbeli és térbeli megfelel§jével majd taldlkozni fogunk (lasd 20.1 €s 27.1).

B4 Az el6z8 megjegyzés segédtételét nyomban felhasznaljuk annak bizonyitasara, hogy
a sik és a tér el nem fajulé félegyenestartd leképezései (V6. 6.1 B4) az egyezd allast szakaszok
ardnyat megtartjak. 14.2B2 szerint elég, ha ezt egy egyenes szakaszainak az aranyara bizo-
nyitjuk csak. Tekintsilk ezért egy egyenes intervallumait, és rendeljlk hozzajuk a képik
hossz4t. Ez az intervallumfliggvény pozitiv és additiv, tovabba 14.2 B2 szerint egyenl6
intervallumokhoz egyenl6 értékeket rendel. Igaz tehat, hogy a képszakaszok hosszanak az
ardnya megegyezik a targyszakaszokeval.
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17.3 Az el6z0 szakasz el6készitése utan a hasonlésag targyalasaba kezdiink.

Tétel. Ha egy alakzat minden egyes P, pontjdhoz azt a P, pontot rendeljiik
hozzd, amelyik a rogzitett O pontbdl indulo OP, félegyenesen van, s amelyikre OP, =
= A OP,, ahol A egy rogzitett pozitiv szdm, akkor az igy hozzdrendelt pontok az
eredetihez hasonlo alakzatot alkotnak.

Tételiink az egy pontbél vald kinagyitasrél és az egy pontra valé dsszehu-
zasroél sz6l. Az alakzat, amelyre a tételben leirt mfiveletet alkalmazzuk, tetsz6-
leges lehet. Lehet a teljes sik vagy akar az egész tér is. A tétel szamunkra
azért is fontos, mert biztositja, hogy van szabadon megvalasztott aranyu
hasonldésag, hogy minden alakzathoz taldthaté hasonlé alakzat, mégpedig sza-
badon el6irt arannyal.

Bizonyitds. Ha az egyik alakzat A,; és B, pontjanak a masik alakzat
A, és B, pontja felel meg (93. 4bra), akkor e pontok megvalasztasabél kovet-
kezbleg OA, : 0A, = OB, : 0B,. Ha tehat az OA,, OB, egyenesek nem azono-
sak, akkor az eldz6 pont masodik tétele szerint A,B,|| A,B;, harmadik tétele
szerint pedig A,B,: A;/B; = 4.

Ha viszont O A, és O B, azonos egyenesek, akkor az A, B, tavolsag az O A, és
OB, tavolsagok kiilonbsége vagy Osszege. Az A,, B, pontok megvalasztasa
folytan az A,B, tavolsag is Osszege, illetve kiilonbsége az O A, és OB, tavolsa-
goknak, azaz az OA,, OB, téavolsagok Ai-szorosainak. Ezért A,B, az A,B,
tavolsag A-szorosa.

—

93. dbra 94. dbra

Igazoltuk, hogy az 1) alakzat barmely két pontjanak tavolsaga az eredeti
alakzat megfeleld pontjai tadvolsdganak A-szorosa. A két alakzat igy hasonlé,
s a hasonlésag aranyszama A. —

Tételiink specidlis helyzeti hasonlé alakzatokrdl sz6l. A bizonyitas azt
is mutatja, hogy az alakzatok megfelelé szakaszai parhuzamosak, sét azt is,
hogy ha a megfelel6 szakaszokat gy iranyitjuk, hogy kezdépontjaik megfeleld
pontok legyenek, akkor irdnyuk is megegyezd. Megallapithatjuk tehat, hogy
az alakzatok megfeleld szogei egy alldstiak és igy egyenlok.

B Bizonyitjuk, hogy két hasonld sikbeli alakzathoz taldlhato a siknak olyan hasonlosdga,
amely ezt a két alakzatot egymdshoz rendeli. Mas széval: két sikbeli alakzat hasonlésaga kiter-
jeszthetd sikjuk (vagy sikjaik) hasonlésdgava (vd. 6.1 B2). Hasonl6t mondhatunk két térbeli
alakzatrél is, de ennek helyességét majd csak kés6bb lathatjuk be (lasd 26.4 B2).

Az Allitas bizonyitdsa céljabol tekintsiik a hasonlo sikbeli @,, @, alakzatokat (94. abra),
s legyen ¢, és t, egy-egy megfeleld tavolsaguk. Egy tetsz6leges O pontot valasztunk, €s @,-bdl
utolsé tételiink elbirdsa szerint olyan hozz4 hasonlé @ alakzatot készitiink, amelyben £,-nek
t, tAvolsag felel meg. @, és @ egybevaglk, mert hasonlék, és egy-egy megfelelé tavolsaguk
egyenld, azaz hasonlésaguk aranya 1. Ez az egybevagésag 11.1 B3c) szerint kiterjeszthet6
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a sik egybevagé leképezésévé. Ha a siknak ezt az egybevagd leképezését kovetlen a @ alak-
zatot szolgaltat6 hasonlésdg inverzét alkalmazzuk, akkor a sik kivant tulajdonsign hasonlé-
sagihoz jutunk.

17.4 Tétel. Minden hasonlosdg szogtarto.

Ha tehat az A,, B,, C, pontokhoz a hasonlésag az A,, B,, C, pontokat ren-
deli, akkor A,B,C, < = A,B,(, <.

Bizonyitds. Legyen @, és @, két hasonlo alakzat, s legyen t; €s t, egy-egy
megfelelé tavolsaguk. Tetsz6legesen valasztott O pontbol kiindulva készitsiink
az el6z6 szakasz eljarasaval olyan @,-hoz hasonlé @ alakzatot, amelyben £,-nek
t-gyel egyenlé tavolsag felel meg (94. abra).

@, és @ egybevagd, mert egyrészt hasonlok, hiszen mindketté hasonlé
®,-hiz, masrészt egy-egy megfelelé tavolsaguk egyenlosége miatt hasonlésaguk
aranyszama 1. fgy tehat @, és @ megfelel6 szogei egyenlék. Viszont @ és @,

megfelelé szogei is egyenl6k, miként ezt az el6z6 szakaszban megallapitottuk.

Ezek szerint @, és @, megfeleld szogei is egyenlok. —

A tételb6l kovetkezik, hogy kollinearis pontoknak ugyanilyen pontok
felelnek meg, tehat a hasonlosag egyenestarto.

B Tétellink csak a szOgtartdsrél szolt, ramutathatunk azonban arra, hogy ebbdl a
hasonldsag szamos tovabbi tulajdonsiga is kovetkezik.

Els6nek azt emlitjik, hogy a hasonldsdg kozonséges félegyenestarto leképezés. A szig-
tartasbol kovetkezik ugyanis, hogy ha az A, B pontok képei A, €s B,, akkor az A, B, felegye-
nes tartalmazza az AB félegyenes képét. Az inverz hasonlésigra hivatkozva azt is kimond-
hatjuk, hogy az AB félegyenes képe tartalmazza az A,B, félegyenest. Eszerint az AB félegye-
nes képe az A,;B, félegyenessel azonos.

Kovetkezik ebbdl, hoggr a hasonldsig rendelkezik mindazokkal a tulajdonsagokkal,
amelyeket az el nem fajulé félegyenestarté leképezésekr8l mar megallapitottunk (vo. 6.1B4).
Azt is kimondhatjuk tehat, hogy a hasonlésdg nemcsak az eredeti értelemben szdgtartd,
hanem a 11.1 B2-ben emlitett tovabbi két értelemben is.

17.5 Tétel. Két hdromszog hasonlé, ha

a) oldalaik ardnya egyenld,.

b) két-két oldaluk ardnya s az ezek dltal kozrefogott sz2ogilk egyenld,

¢c) két-két oldaluk ardnya és e két-két oldal kozil a nagyobbakkal szemkozt
levé szogiik egyenld,

d) két-két szogiik pdronként egyenlo.

Tétel. Két egyszerii soksz0g hasonlo, ha

a) megfeleld oldalaik és dtléik ardnya egyenld,

b) megfeleld oldalaik ardnya egyenld, s megfeleld szogeik pdronként egyenlik.

Mindkét tételcsoport a 11.1—11.3 szakaszokban targyalt egybevagoésagi
tételeknek felel meg. A kimondott feltételekr6l mar tudjuk, hogy a hasonlosag-
nak sziikséges feltételei. A tételek e feltételek elégségességét mondjak Ki.

Bizonyitds. Valamennyi feltételr6l megallapithatjuk, hogy csak tavol-
sagok aranyanak egyezését és szogek egyenloségét szerepelteti, hogy tovabba
barmelyikiik az alakzatok egybevagésdgahoz is elégséges abban az esetben,
ha az aranyitott tavolsagok egyenldk, az elso tétel d) esetében pedig akkor,

ha két megfelelé oldal is egyenlé. A tételeinkben szerepld feltételek elégséges-

ségét e tulajdonsagaik alapjén egyszerre bizonyitjuk.

Legyen @; és @, két sokszog, amelyekre feltételeinknek valamelyike all.
Legyen t, és t, egy-egy olyan oldaluk, amelyeknek aranyat a feltétel szerepelteti,
az elso tétel d) feltételének esetében pedig egy-egy megfelelo oldaluk. Legyen
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tovabba & olyan ®@,-hoz hasonlé alakzat, melyben t,-nek #,-gyel egyenld tavol-

sag felel meg.

A vizsgalt feltétel @,-re és d-re is teljesiil, mert a @,-r0l @-re valo attérés a
szogeket nem valtoztatta meg, s minden tavolsadg hosszat ugyanannyiszorosara
valtoztatta. Minthogy ezen tdlmendleg az aranyitott oldalak is egyenlok,
illetve két megfelelé oldal egyenld, azért az elérebocsatottak szerint @, €s @

egybevagd. Ezért a @-hez hasonl¢ @, alakzat &,-hez is hasonlo. —

Bl Az els6 tétel a) feltételével kapcsolatban 11.1 Bl-hez hasonlét mondhatunk. Téved,
aki két hiromszog hasonlésiga definicidéjdnak azt gondolja, hogy oldalaik aranya egyezik.
A hasonl6sag definiciéja barmely két-két megfeleld pont tavolsdgdnak aranyarol szolt.

B2 Bizonyitjuk, hogy ha egy alakzat nem linedris, és egy rajta definidit transzformdcio
sz0ptartd, akkor ez a transzformdcio hasonlésdg. A szdgtartésagot itt abban a legkevesebbet kivané
alakban értjiikk, amelyet 17.4 is hasznalt, hozzaértjilk azonban a szogtartosaghoz azt is, hogy
killonbdz8 pontok képei kilonbsz6k, hogy tehat lehet valéban minden targyszdg kepszogerol

beszélni.
Nem volna helyes az allitas, ha linedris alakzatokra mondandk ki. Peldat ad erre egy

szakasz két végpontja és felez8pontja, ha a végpontokhoz dnmagukat, a felez0ponthoz pedig
a szakasz egy masik bels§ pontjat rendeljiik.

Allitasunk bizonyit4sa végett elGszor is azt jegyezzilk meg, hogy a széban forgo alakzat
barmely hirom nem Kollinedris pontja, valamint ezek képei hasonlo haromszogeket szolgal-
tatnak, hiszen szogeik a szdgtartas miatt egyenlOk, és mar két s20g egyenldsege is biztositja

a hasonldsagot.
Legyen most mar A,, B,, C, az alakzat harom nem kollinearis pontja tovabba P, ¢s @,

két tetszbleges pontja, amelyek az el6bbi hdromtél nem feltétlenil killonbdz0k. E pontok
képpontjait A,;, B,, C, P, €s Q, jelili.

A P,Q, egyenes nem tartalmazhatja az A,, B,, C, pontok mindegyiket, hiszen ezek nem
kollinesrisak. Legyen pl. A, egy ilyen pont. Nem tartalmazhatjaa B,, C, pontokat az A,Q,
egyenes sem. Legyen pl. B, az A,Q, egyenesen kivill. Az A,P,Q,, A,P,Q, haromszogek, vala-
mint az A,B,Q,, A,B,Q, hiromszogek hasonlésigabdl P,Q,:P,Q; = AQy: AQ, =
= A,B,: A,B, adédik. Ezek szerint alakzataink barmely két megfelel0 tavolsaganak
ardnya megegyezik a hasonlé A B,C,, A,B,C, haromszigek oldalaranyaval. A vizsgalt

transzformacié tehat valéban aranytart6, azaz hasonlosag.

17.6 Tétel. Hasonlé sokszogek keriiletének ardnya megegyezik bdrmely meg-

feleld oldalpdrjuk ardnydval.
Mondhattuk volna, hogy a keriiletardny a hasonlésag aranyaval egyenlo.

Bizonyitds. A hasonlésag ardnyszamdval szorozva az egyik sokszog olda-
lait, a masik sokszog oldalait kapjuk meg. Ezért e szdmmal szorozva az egyik
sokszog oldalainak oOsszegét, a masik sokszdg oldalainak Osszege adédik. —

Tétel. Hasonlé alakzatok két-két megfeleld tdvolsdgdnak szorzatdval képezelt
ardny a hasonlésdg ardnydnak négyzetével, hdrom-hdrom megfeleld tavolsdg szor-
zatdval képezett ardny pedig a hasonldsdg ardnydnak kobével egyenlo.

Szélhattunk volna haromnal tobb megfelelé tdvolsag szorzatardl is, a két-
és haromtényezds esetet csak a gyakrabb alkalmazas miatt emeltiik Kki.

Bizonyitds. Megfelel tavolsagparok szorzatdnak hanyadosa két-két meg-
felel6 tavolsig hanyadosinak szorzata, s ezért a hasonlosdg aranyszamanak
négyzetével egyenld. Harom-harom megfelelé tavolsag szorzatanak hanyadosa
hasonloképpen harom olyan tort szorzata, amelyeknek mindegyike a hasonlé-
sdg aranyat adja. —

17.7 Két hasonl6é alakzat pdrhuzamos helyzedi (parhuzamosan hasonlo, homotétikus),
ha megfelel§ szakaszaik allisa megegyezik. Az olyan hasonlésigot, amely parhuzamos hely-

zeti alakzatokat rendel egymdshoz, pdrhuzamos hasonlosdgnak (homotecia) nevezzilk.
Az azonossag, az eltolas és a pontra vonatkoz6 tilkrozeés is parhuzamos helyzett hasonlo-
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sag. Ilyen hasonldsagot targyalt 17.3 tétele, tovabba ilyen hasonldsaghoz jutunk akkor is,
ha az ott szerkesztett képalakzatot még tikrozzitk az O pontra (95. 4bra). Ez utébbi képhez
természetesen kozvetlenill is eljuthatunk, ha a targyalakzat A, pontjdhoz azt az A, pontot
rendeljiik, amely az OA, félegyenes meghosszabbitasan van, és amelyre OAy = A 0A,.
Parthuzamos hasonldésdgnal a hasonldsag eld-
A, jeles ardnydrol is beszéliink. Ehhez gy jutunk,
: hogy a hasonlosag aranyat pozitiv vagy negativ
elGjellel 1atjuk el aszerint, amint a megfelel§
és egymasnak megfelelfen irdnyitott szakaszok
egyiranyuak vagy nem. Az azonossag elGjeles
aranya 1, a ponira vonatkozé tilkrozésé —1, a
17.3-ban targyalt hasonldsdgé A, az abbdl tiikro-
zéssel adodoé —A. Megallapithatjuk ebbdl, hogy a
parhuzamos hasonlosag elGjeles aranya tetszdle-
95. dbra ges, 0-t61 killonbo6z6 valds szam lehet. Nyilvanvalé
az, hogy parhuzamos hasonldsagok egymasutanja
szint%lr(l1 p:«.’llcrhuzamos hasonldsag, €s hogy ilyenkor a hasonldsidgok elGjeles ardnyai ossze-
szorzodnak.

Tétel. Egyetlenegy olyan pdrhuzamos hasonlésdg van, amely két egyezd dlldsi irdnyitott
szakasz egyiket a mdsikba viszi.

Beszélhettiink volna irdnyitatlan szakaszokrél is, ha elSirjuk, hogy melyik végpont
melyik végpontba jusson.

Bizonyitds. a) Legyenck A,B,és A,B, a megadott egyez§ allasa szakaszok. Alkalmaz-
zuk tetszlleges O pontbol kiindulva 17.3 eljarasat, mégpedig A = A,B,: A;B, arannyal.
Ha ezt kovetOen esetleg még tikrdziink az O pontra, akkor elérhetjiik, hogy A,B, az A,B,
szakasszal egyenldveé es vele egyirdnyava valjék. Ujabb elfolassal elérhetjik tehat azt is,
hogy az elbirt A,B, helyzetbe jusson. Sorozatosan alkalmazott transzformaciéink parhuzamos
hasonldsagok voltak, tehat olyan parhuzamos hasonlésaghoz vezettek, amely az A, B, iranyi-
tott szakaszt a megadott A,B, helyzetbe viszi.

b) Még azt kell belatnunk, hogy csak egy kivant tulajdonsagi parhuzamos hasonldsag
van. Ha ez nem igy volna, akkor az egyik utan a misik inverzét alkalmazva olyan parhuza-
mos hasonldsaghoz jutnank, amely az A,, B, pontokat helyben hagyja, de nem azonossag
Ha azonban az A,, B, pontok helyben maradnak, akkor a hasonldsag aranya 1, és ennek kgvet-
kezmeénye, hogy az A,B, egvenes minden pontja helyben marad. Ha pedig egy az A,B,
egyenesen kiviilli P pontot tekintiink, akkor is megéllapithatjuk, hogy P-nek helyben kell
maradnia. Ez abbol kovetkezik, hogy az A, P, B, P egyenesek onmaguknak a képei, hiszen
képeiknek veliik egyezo allastiaknak kell lennitk, és &t kell haladniuk a helyben maradé A,, B,
pontokon. Ezek szerint minden pont helyben marad, azaz a vizsgalt transzformacidé csak azo-
nossag lehet. Ez az ellentmondas bizonyitja, hogy csak egy kivant tulajdonsdg(i pArhuzamos
hasonlésag van. —

Ha két hasonl6 alakzat esetében van olyan O pont, amely barmely megfelel§ pontparral
egyiitt egy egyenesen van, akkor az O pontot hasonldsdgi centrumnak nevezziik, és centrdlis
hasonlosdgrol beszéliink.

Ilyen centralis hasonldsdg az azonossag, a pontra vonatkozo tikrozés, valamint a 17.3-
ban targyalt és az abbdl O-ra tiikrézve adddo hasonldsag is.

Tétel. Minden centrdlis hasonldsdg pdrhuzamos is.

~ Bizonyitds. a) ElGszor azt bizonyitjuk, hogy a hasonlosdg centruma énmaganak a képe.
Evégbll egy az O centrumon athalado egyenest €s ezen egy az O pontot tartalmazé szakaszt
vesziink fel. Mivel a hasonlésag centradlis, szakaszunk képe ugyanezen az egyenesen van,
kell tehat, hogy ez az egyenes O képét is tartalmazza. Minthogy az O ponton athaladd egyenest
onkényesen vettiik fel, O képének rajta kell lennie az O ponton athaladé egyenesek mindegyi-
kén. Ez a kép ezért csak az O pont lehet.

b) Igazoljuk, hogy az irdnyitott szakaszokkal képezett OA,: OA, arany értéke nem
fiigg attol, hogy melyik megfelel6, O-t6l kiilonbdz6 A,, A, pontpart valasztjuk. A centrilis
hasonlosag miatt egy egyenes szakaszairol van itt sz6. Az nyilvanvalo, hogy a felirt arany a
hasonldosag aranyat adja, hiszen O sajat maganak a kepe. Csak azt kell belatnunk, hogy az
arany elfjele is ugyanaz minden pontparra. Elég tehdt azt bizonyitanunk, hogy ha pl.
O A, : OA, pozitiv, akkor egy masik megfelel§ B,, B, pontparral képezett OB, : OB, nem lehet
negativ,
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Ha ez volna a helyzet, akkor mindezek a pontok nem lehetnek egy egyenesen, hiszen

az elfajult 0A, B, és 0 A, B, haromszogek a hasonlosdg miatt hasonlok, ha teh4t O nem vélasztja
el az A,, A, pontokat, a B,, B, pontokat sem valaszthatja el. Ha viszont A, és A, nincs a B, B,

egyenesen (96. 4bra), akkor az A,0B, é A,0B, szdgek az ardnyok elGjelére vonatkozo fel-

tevés miatt mellékszogek, és ezért az O ponton at nem halad olyan egyenes, amely az A, B,,

A, B, szakaszok mindegyikét metszi. Amde ezek megfelel§ szakaszok, s igy megf%lelﬁ l;eillsﬁ
z8 megalla-

pitdsnak, s ez az ellentmond4s Allitasunk helyessegét bizonyitja.
¢) Tételink helyessége most mar egyszerfien kovetkezik abbél, hogy megfeleld £,

P, pontok 4ltal meghatarozott irdnyitott szakaszokra OP, = AOP, kozds A értékkel minden

esetben teljesfll. Ha A pozitiv, akkor 17.3 hozzarendelésével allunk tehdt szemben, s arr6l
tudjuk, hogy parhuzamos helyzet(i hasonlésagot ad. Ha viszont A negativ, akkor még tikrozni
kell az O pontra, 8 ez a tlikrjzés a pArhuzamossagon nem valtoztat. —

96. dbra 07. abra

Tétel. Ha egy pdrhuzamos hasonldsdg nem eltolds, akkor centrdlis.

Nyilvanvalé, hogy az eltoldst ki kellett itt zarni, mert (hacsak nem egy linearis alakzatot
tolunk el sajit egyenese mentén, és nem azonossagr6l van szo) eltolas esetében hasonlosagi
centrum nincs.

Bizonyitds. Legyen A, olyan pont, amely a parhuzamos hasonldsag altal szolgaltatott
képével, A,-vel nem esik egybe. Legyen B, egy nem az A, A, egyenesen levl pont, és B,-nek
képe B, (97. dbra). Az A,B, és A,B, szakaszok parhuzamosak, mert megfelel§ szakaszok es
nincsenek egy egyenesen. E két szakasz pem lehet egyenl6 s egyben egy iranyu is, mert akkor
eltoldst hataroznidnak meg. Ezért az A, A,, B,B, egyenesek nem parhuzamosak, s egymast

egy O pontban metszik. _

Az A, A, egyenesnek képe 6nmaga, mert kell, hogy a kép A,-n athaladjon s dllasa A, A,-
ével megegyezzék. Ugyanigy B,B, is onmaginak a képe. Igy az O pont képe onmaga, mert
képének az A, A, B,B, egyenesek mindegyikeén rajta kell lennie. ,

Jelentse P, az els§ alakzat tetszleges, O-t6l killonbdz6 pontjat. Az OP, eglgrenqs kepe
onmaga, mert a kép is 4thalad az O ponton és é4lldsa OP;-ével egyezik. Ezért P, kepe, P,
is ezen az egyenesen van. A vizsgidlt hasonldésag ezek szerint valoban centralis, hiszen O

minden megfelel6 pontparral egyiitt egy egyenesen van. —

Bl Ennek a szakasznak a targyaldsa a térbeli hasonlésdgra csak akkor valik majd alkal-
mazhatova, ha a térgeometria egyes elemi tényeit mar megismertilkk. Itt a parhuzamossag,
allas és irany térbeli tisztdzdsdra gondolunk (l4sd 23.2). Ezzel a fonntartassal kell Ffogadnl
mindazt, amit ebben a paragrafusban térbeli alakzatok parhuzamos hasonlésagarol meg mon-

dani fogunk.

B2 A sik minden pdrhuzamos hasenldésdga megtartja az orientdciét. Nyilvanvalé ez, ha
pozitiv ardnyu centralis hasonlésagroél van szd, hiszen ott minden irdny valtozatlan marad.
Minthogy a negativ ardnyu parhuzamos helyzeti hasonlésigokhoz a pozitiv aranyuakbdl
orientaci6t tartd tiikrozéssel jutottunk el, azért az orientaciot a negativ ardnydak is megtart-
jAk. Minthogy végill az eltolas is megtartja az orientaci6t, azért ez az 4llitds valéban minden

parhuzamos hasonloésagra teijesiil. ’ ’
A tér parhuzamos hasonlésigaira nem mondhatjuk ki ugyanezt. A pozitiv aranynakra
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az orientaciotartas a sikbeli eset mintadjara 14thatd be (ha majd a térbeli irdny fogalmaval
megismerkedtlink), viszont a negativ ardnytiakhoz vezet§, pontra vonatkozo tiikrozés meg-
valtoztatja az orientaciét.

A hasonldsagokat osztdlyozni lehet aszerint, hogy megtartjik-e az orienticiét vagy
sem. Van orientacidt megvaltoztatd hasonldsag a sikban is és a térben is. Erre a legegyszer(ibb
példat a sik egyenesre vonatkozé tilkkrézése €s a tér pontra vagy sikra vonatkozé tlikrozése,
tehat az orientaciot megvaltoztatoé egybevagoisagok adjik. Az orientaciét megtarté hasonld-
sagok csoportot alkotnak.

[tt emlitjilk, hogy a kiznapi nyelv ket testre akkor mondja, hogy ,,alakjuk” megegye-
zik, ha orientacidtartdé hasonldsdggal keletkeznek egymasbol (vo. 2.1).

B3 Nyilvanval6é, hogy a parhuzamos hasonldsagok csoportot alkotnak. A centrdlis
ilag?n):éségokra ez nem 4ll, hiszen két centrdlis hasonldsag egymasutanja eltolast is szolgil-
athat.

B4 Azt mondhatja valaki, hogy ,,minden parhuzamos hasonlésag centrdlis, csakhogy,
ha eltolasrdl van szd, akkor a centrum a veégtelenben van”. Mi az ilyen beszédet csak alapos
el6készités utan fogadjuk majd el a konyv masodik felében.

1 1:7.8 A kovetkez6kben parhuzamos helyzetii hasonld alakzatokrol szélé tételek szere-
pelnek. |
Tétel. Ha két pdrhuzamos egyenest egy hozzdjuk nem tartozd ponton dthalado egyenesekkel

metsziink, akkor az egyik pdrhuzamosbdl kimetszett szakaszok ardnya megegyezik a mdsik pdrhu-
zamos megfeleld szakaszainak az ardnydval,

Bizonyitds. A metsz0 egyenesek Kkozds O
pontjat centrumul valasztjuk, és olyan cent-
ralis hasonlésagot alkalmazunk, amelyik az egyik
parhuzamos valamely A; pontjat a masik par-
huzamos megfeleld A, pontjaba viszi (98. 4bra).
Ez a hasonlésag a metsz0 egyeneseket helyben
hagyja, az els§ parhuzamost pedig a méasodikba
viszi at, hiszen a centralis hasonlésag az egyenesek
allasat nem valtoztatja meg. Ezek szerint az elss
parhuzamos metszéspontjaihoz a hasonlésdg a
masodik parhuzamos megfelel6 metszéspontijait
rendeli, ¢s ez a hasonldsag tétellink helyességét
mondja ki. —

Tétel. Ha két sokszig megfeleld olaalainak és dtléinak az dlldsa pdronként egyezd, akkor a
két sokszog hasonld. ’

Azt eleve tudjuk, hogy csak parhuzamos helyzetdi hasonlésdgrél lehet sz6. Tételiink
azt is kimondja, hogy parhuzamos oldalii hiromszogek hasonlék. Ha nem hiromszogekrdl
van sz0, akkor nem elég csak az oldalak parhuzamossagat kovetelni meg. Erre két kildnbszé
oldalaranyii, parhuzamosan elhelyezett téglalap is példat ad.

Bizonyitds. Alkalmazzunk az egyik sokszigre olyan parhuzamos hasonlésiagot, amely
ennek egy A,B, oldalat a masik sokszog megfeleld A,B, oldalara fekteti, mégpedig az oldal

végpontjait is a megfeleld6 végpontokba juttatja. Ha belatjuk, hogy ez a hasonldsdg az elsé

soksz0g minden csucsat a masodik sokszog megfeleld csticsdba viszi at, akk i -
tuk, hogy tételiink helyes. s e ’ or bebizonyltot

Ez nyomban belathaté minden olyan C, csiicsra, amely nincs az A, B, egyenesen, hiszen
az A,C, és B,C, szakaszok képeinek a veliikk parhuzamos A,C, és B,C, egyeneseken kell ethe-
lyezkednidk, és ezért C, képe csak ezeknek az egyeneseknek a metszéspontja, azaz a C,-nek
megfeleld C, csics lehet.

Ebbll az is kovetkezik, hogy ha a D, csics az A, B, egyenesen van, akkor is igaz, hogy
D, a megfelel0 csticsba jut. Ha ugyanis C, nem ilyen csics, akkor mér tudjuk, hogy az A,C,
szakasz az elOirt helyzetbe jut. Minthogy D, nincs az A,C, egyenesen, alkalmazhatjuk Allita-
supkrll)aak.nlér bizonyitott részet ezekre a pontokra, tudjuk tehat, hogy D, a neki megfelel
csticsba jut.

Ezek szerint a készitett sokszdg valéban azonos a masodik megadott sokszoggel. — '

Teteltink alapjan azt is kimondhatjuk, hogy a sik két sokszdge hasonld, ha megfelel6
oldalaik ¢s atlé6ik paronkent merflegesek egymasra, Ha ugyanis az egyiket 90°-kal elforgatjuk,
akarmelyik pont koriil és akarmelyik irAnyban, akkor mar alkalmazhatdéva valik a most bizo-
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nyitott tétel. Kimondhatjuk tehat, hogy a sik két haromszoge hasenlo, ha oldalaik merdGlege-
sek egymasra.

B1 Az utolsé bizonyitds lényegesen kihasznélta azt, hogy a soksz0g csuicsai nincsenek
mind egy egyenesen, hiszen ezt hasznaltuk ki, amikor a bizonyitas utols6 részeben egy az A; B,
egyeneshez nem illeszked§ C, csiicsot vettiink fel. Nem is volna helyes a tétel, ha pl. elfajulo
haromszogekre akarn6k kimondani.

B2 Utols6 tételiinket poliéderekre is kimondhattuk volna, s6t bizonyitasa is valtoztatas
nélkil alkalmazhaté ebben az esetben (azonban 17.7 Bl fenntartisa ide is vonatkozik).
Nem mondhatunk viszont hasonlét a masodik tételnek arrdl az atfogalmazasardl, amely az
oldalak és 4tl6k merd6legességérdl szolt. Megemlitjiik, hogy ez az atfogalmazas akkor sem voina
helyes, ha két nem parhuzamos sikban elhelyezked6 sokszbogre mondanék ki.

17.9 Két kor hasonlésagaval akarunk itt foglalkozni.

Elbszor is megallapitjuk, hogy a hasonldsag korhoz kort rendel, mégpedig kbzéppontju-
kat is egymashoz rendeli. Ez a tavolsdgok aranyanak megtartasab6l nyomban belathato.

Barmely két kor hasonlé, mert az olyan hasonlosig, amelyik az egyik kor kozéppont-
jahoz a mésik kor kozéppontjat (és sikjahoz annak sikjat) rendeli, s amelyiknek aranyszama
a korok sugarainak hanyadosa, az az egyik kort a masikba viszi at.

Két parhuzamos helyzeti hasonlé alakzat esetében tudjuk, hogy vagy eltolassal, vagy
centralis hasonldsaggal szarmaznak egymasbol. Ha tehat nem eltoldssal szarmaznak egymas-
bél, akkor beszélhetiink a két alakzat hasonldsagi centrumarél. A hasonlésagi centrumot
kiilsének vagy belsdnek mondjuk aszerint, amint pozitiv vagy negativ aranyt centralis hason-

l0sag szolgaltatta. .
Ha két parhuzamos helyzet(i hasonlé alakzat centralisan szimmetrikus, akkor kétféle-

képpen is felfoghatok egymas parhuzamos helyzetfi hasonlé képének. Ehhez a ket leképezeés-
hez ngy jutunk, hogy egyszer az eredeti parhuzamos hasonlosigot, masodszor pedig azt a
leképezést tekintjllk, amelyikhez eljutunk, ha az el6szdr tekintett parhuzamos hasonlésagot
kovetfen még tlikroziink a képalakzat szimmetriacentrumara. Parhuzamosan hasonld és
egymasb6l nem eltoldssal szArmazo centrdlszimmetrikus alakzatok esetében ezek szerint ket
hasonldsagi centrumot talalhatunk. Ezekhez a centrumokhoz.tartozé elfjeles hasonlosagi
aranyok ellentétes elGjelfiek (de egyenlé abszolut értékfiek), hiszen a szimmetriacentrumra
vonatkoz6 tilkrozés megvaltoztatta a szakaszok iranyat. Ilyenkor tehdt az egyik hasonlosagi

centrum killsé, a masik pedig belsd.
Barmely két kor felfoghaté kétfélekeép-
pen is egymas parhuzamosan hasonlé képe-
nek, hiszen barmely két parhuzamos sugar a
koroket egymashoz rendel6 parhuzamos ha-
sonlosagot hataroz meg, marpedig egy iranyt
¢és ellentétes iranya sugarakbol is ki lehet in-
dulni. Ha a két kor sugara egyenld, akkor az
egy irdnyt sugarakbol kiindulva eltolashoz ju-
tunk, ilyenkor tehat csak bels6 hasonlosagi
centrum van. Killonboz6 sugari koroknek vi-
szont van belsd és kiils6 van hasonldsagi centru- 99. dbra

muk (99. abra).
Ha két kornek van két killsé érint6je, s ezeknek van metszéspontjuk, illetve ha két kor-

nek van két belsé érintfje, akkor az egynemi érint6k metszéspontja a kordk killso, illetve
bels6 hasonldsagi centruma (vo. 77. 4bra). A centralis hasonlés4ag ugyanis a hasonlésagi cent-
rumb6l az egyik korhoz vont érint6t onmagdaba viszi at, s igy kell hogy ez az egyenes a masik
kort is érintse. Hozz4atehetjik ehhez, hogy az egyenes a két kort més-mas oldalrol vagy ugyan-
arrél az oldalrél érinti aszerint, amint a centralis hasonldsig az egyenes altal hatarolt félsi-
kokat felcseréli vagy nem, aszerint tehat, amint a centralis hasonlosag aranya negativ vagy

pozititiv. |
Erintkez6 korok érintési pontja egyben hasonlésigi centrumuk is, mégpedig kivalrol

érintkezoké belsd, belfilr6l érintkez6ké pedig kiilsé hasonlésagi centrum. Ez nyomban belat-
haté, ha az érintési ponthoz vezet§ sugarakat és az ezek 4ltal meghatarozott parhuzamos

hasonlésdgot tekintjilk.

B Korok hasonlosagi centrumait ismerve egyszerfibben bizonyithattuk volna 15.7
{ételét. Elegendd lett volna a hasonl6sagi centrumbol az egyik korhoz vont érintOket vizsgalni.
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18. § Aranyos tavolsagok a haromszignél és a kornél

A haromszoggel, kiilonosen a derékszogti haromszoggel, valamint a korrel
kapcsolatban szerepelnek olyan tavolsagok, amelyekrdl belathaté, hogy ardny-
part alkotnak. Ebben a paragrafusban ilyen tadvolsagokkal foglalkozunk.

18.1 A haromszognek egy csticsabol a szemkozti oldalegyenesre bocsatott
meréleges szakaszt a haromszog magassdgdnak (magassidgszakasz, magassag-
vonal) nevezziik, mely az illeté oldalhoz mint alaphoz tartozik. Ha derékszogti
haromszog magassagardl besz€liink, akkor az atfogéhoz tartozé magassagra
gondolunk, ugyanis a derékszogii haromszog egyik befogéjahoz magassiagként
a masik befogo tartozik. Magassdgnak mondjuk a magassdgszakasz hosszat is.

Tétel. Ha a hdromszig egy oldaldt a hozzd tartozé magassdggal megszorozzuk, akkor az oldal
megvdlasztdsdtol fliggetleniil mindig ugyanazt az eredményt kapjuk.

Ha az a, b, ¢ oldalakhoz m,, m,, m. magassagok tartoznak, akkor am, = bmy, = cm,.

Bizonyitds. Elég csak az am, = bm, egyenlfséget bizonyitanunk. Az ABC A-et és annak
AA, es BB, magassagait tekintjiik (100. abra). CAA,;< = CBB,<, mert merGleges szir:
hegyesszogek. Ezért a CAA,A és CBB,A hasonld, hiszen derékszogiik 8 egy-egy hegyes-
sz0gilk egyenld. A hasonlésag miatt CA:CB = AA,: BB,, azaz b:a = m, : my, ami éppen
a bizonyitandd egyenilséget adja, —

B 8 B
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100, dbra

B A tétel bizonyitasara segédeszkozill a teriiletszamitas kinalkozik, a teriiletszamiiz:
szabatos megalapozasa viszont éppen erre a tételre tdmaszkodik (v§. 20.4 B).

18.2 A derékszogli haromszog magassaga az atfogdét két darabra bontja
Ezek a befogoknak az atfogora vetett vetiiletei.
Szokas szerint az a és b befogd vetiiletét p és g je-
10li (101. 4bra).

Tétel (magassdgtétel). A deréksz0gii hdromszdy
magassdga a befogok dtfogora vetett vetiileteinek
mértani kézépardnyosa.

Két pozitiv szdm mértani kozéparanyosa e
két szdm szorzatanak pozitiv négyzetgyokét je-
lenti. A tétel allitdsa szokott jeloléssel m2 = pqg.
Bizonyitds. A derékszogii haromszoget magassaga két hasonlé haromszogre

bontja, mert hegyesszogeik meréleges szaru szogek. E hasonlésag alapjan
p:m=m:gq, tehat m? = pq. — |
'Tétgl (befogotétel). A derékszogit hdromszig befogdja mértani kizépardnyosa
az atfogonak s a befogd dtfogora vetett vetiiletének.
A tétel allitasa szokott jeloléssel a2 = ¢p és b2 = cq.

107. dbra
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Bizonyitds. A derékszogii haromszdg magassaga altal levagott haromszo-
gek az eredeti haromszoghoz hasonlék, mert egy-egy hegyesszogiik kozos.
Az eredeti haromszog és pl. az a befogéra tamaszkodo kisebb haromszog hason-
losaga alapjan a:c= p:a, azaz a® = cp. —

Tétel (PYTHAGORAS® ftéele). A derékszogli hdromszdg befogéinak négy-
2etosszege az dlfogo négyzetével egyenld.

Bizonyitds. Az eloz6 tétel szerint, szokott jeldléssel, a2 = cp és b2 = ¢q.
Ezek 0Osszegezésével a2 |+ b2 = c¢(p + q) = & —

B Ennek a szakasznak a tételei megfordithaték: ha egy haromszog ¢ oldalat a hozza tar-
1020 m magassag p, ¢ szakaszokra bontja, mégpedig p az a oldal és ¢ a b oldal vetillete, ha to-
vabba ezekre hdrom tétellink valamelyikének az allitasa teljesiil, akkor a hiromszdg derékszogdi.

A magassagtétel esetében ez abbdl kivetkezik, hogy ha egy derékszogld haromszogbdl
indulunk ki, és oly médon tériink 4t nem derékszog(i hiromszogre, hogy a és p rogzitése mellett
a ¢ szakaszt megvaltoztatjuk, akkor m? = pg mar nem teljesill. Hasonléan jarhatunk el a
befogotetel esetében is, de ott azt mondjuk, hogy a és p rogzitése mellett a ¢ oldalt valtoztat-
juk meg, és ennek kovetkeztében a* = cp mar nem lesz érvényes. Végiil a Pythagoras-tétel
esetében az a, b oldalakat tartjuk viltozatlanul, de az altaluk kozrefogott szoget valtoztatjuk.
Ekkor 11.5 szerint ¢ hossza megvaltozik, és ezért a% 4- b2 = ¢ mar nem teljesiil.

18.3 A haromszog szogének felezdegyenesét a haromszog (belsd) szogfele-
20jének, kiilsé szogének felezGegyenesét pedig a haromszog kiilsd szogfelezdjének

mondjuk. Sokszor ugyanigy nevezziik ezeknek a szigfelez6 egyeneseknek ama
szakaszait is, amelyek a felezett szog csticsat a szemkozti oldallal kotik Ossze

(szogfelezOszakasz, szogfelez6vonal), valamint ezeknek a szakaszoknak a
hosszat is.

Tetel. Ha a hdromszog egyik oldaldnak az egyenesét a szemkozti csticshol
indulo (belso vagy kiilsd) szogfelezovel metssziik, akkor a metszéspontnak az oldal
végpontjaitol mért tdvolsdgai ugy ardnylanak egymdshoz, mint a szemkozti cstics-
hol ezekhez a végpontokhoz vezetd oldalak.

A 102. abra jeloléseivel a CD, belsé és a CD, kiils6 szogfelezére AD, : D,B=
= AD, : D,B = CA : CB. A Kkiilsé szogfelez6re vonatkozo allitas csak arra az
esetre vonatkozik, amikor e szégfelez6 metszi a szemkozti oldalt, amikor tehat
a felezett szog nem egy egyenld szarii haromszog szarszoge.

A B D,

a b)
102. dbra
Bizonyitds. a) Az allitast eloszor a CD, belsd szogfelezbore bizonyitjuk.
Az AC oldalt a CE = CB tavolsaggal meghosszabbitjuk. CD; meréleges a

BCE < felezdjére, mert ezek mellékszogek felez6i. EB is meréleges BCE <y
felez6jére, mert a BCE A egyenlé szaru. Ezért CD,||EB, és a parhuzamos sze-

* Pythagoras gérog matematikus és filoz6fus i. e. 550 Koril élt,
18.3
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16k tétele alapjan AD, : D;B = AC :CE. Ez CE = CB miatt a bizonyitandé
- allitassal azonos.

b) Az allitast most a CD, kiils6 szigfelezire bizonyitjuk. Ha CA = CB,
akkor a szogfelez6 a szemkozti oldalt nem metszi, s ezért ezzel az esettel nem
kell foglalkoznunk. Legyen pl. CA >CB. A CA oldal F pontjara legyen
CF =CB. ACD, és FB egyenesek parhuzamosak, mert mindkett6 merdleges
az ACB<] felezfjére. A BAC<] szarainak megfelel6 szakaszaira tehat AD, :
:D,B = AC:CF, s ez CF = CB miatt éppen a bizonyitandé allitas. —

18.4 Tétel. Azoknak a pontoknak a mértani helye a sikban, amelyeknek két adott ponttil
mért tdvolsdgainak ardnya adott, 7-t6l kiilonboz6 pozitiv szdm, egy kor ( Apollonios*-féle kor).

Az A és Bponthoz s a 4 szamhoz tartozé Apollonios-féle kor P pontjaira PA : PB = .
Ha A = 1, akkor mértani helyként AB felez6merflegese adodik.

Bizonyitds. a) Legyen P egy olyan pont, amely nincs az AB egyenesen, s amelyre
PA: PB = i. Feltehetjiik, hogy PA > PB, azaz A > 1. A PABA-nek P-bll indulé belsé
szOgielez6je az AB oldalt C pontban metszi, P-b0l indulo kilsé szogfelezGje pedig 2> 1
miatt az el6z6 tétel értelmében AB-nek B-bdl in-
dulé meghosszabbitasat metszi egy D pontban (103.
abra). A C és D pont az el6z6 tétel értelmében a
keresett mértani helyhez tartozik. Minthogy a szog-
felez0k egymasra mer0llegesek, a P pont a CD ti-
volsag Thales-korén van.

Be akarjuk latni, hogy a mértani helynek
minden P pontja ugyanezen a kéron van. Ehhez
elég azt kimutatnunk, hogy az AB egyenes pontjaj
koziil csak C és D tartozik a mértani helyhez. Mint-
hogy A > 1, azt kell csak igazolnunk, hogy sem az
, AB szakaszon, sem a BD félegyenesen nincs mads,

103. abra a mértani helyhez tartozd pont. Ez a tény viszont
a kovetkez0 két megallapitasbdl kovetkezik:

Ha C az AB tavolsagon A-tdél B felé mozog, akkor az AC : CB ardny értéke allanddan
novekszik. Ez abbol kdvetkezik, hogy ha C tavolodik A-t6l, akkor az AC/CB tort szamlaléija
nd, nevezlje pedig fogy.

Ha D a BD ielegyenesen B-bll kiindulva mozog, akkor az AD : DB arany értéke allan-
déan csokken. Ennek igazoldsa végett irjuk a vizsgalt értéket 1 4 AB/BD alakba. Ha D
tavolodik B-tdl, akkor az AB/BD tort csokken, mert szamlaléja allandd, nevezbije pedig
ndvekszik. Ezért a fenti allitds is helyes.

Ezek szerint C és D helyzete valoban egyertelm@ien meghatérozott, s a keresett mértani
helv minden pontja a CD szakasz Thales-korén van.

b) Be kell még latnunk, hogy ennek a kérnek minden pontja a mértani helyhez tartozik.
A C ¢s a D pontokrol tudjuk ezt. Legyen tehat P a kornek egy tovabbi pontja. Elég azt belat-
nunck‘ah%gg PC fs PD a PAB A szogielezGi, mert akkor az el6z0 tétel értelmében PA ; PB =

A bizonyitast indirekt uton végezziik. Ha
Allitasunk nem igaz, akkor a PAB A szogielezGi
PC és PD-t0l1 kiilonboz6 PC* és PD* egyenesek.
Okoskodasunkat a 104. abra torzitva kiséri. C és D
megvalasztdsa miatt AC:CB = AD: DB, az el(-
26 tétel szerint pedig AC*:C*B = AD*: D*B.

Az a) rész megallapitasai szerint ez csak 1gy lehet- A cC 8 D D
séges, hogy vagy CD tartalmazza a C*D* tavolsagot,
vagy C*D* a CD tAvolsagot, annak megfelelfen ti., 104. dbra

hogy a masodik aranyparban nagyobb vagy kisebb

aranyok szerepelnek-e, mint az elsében. Eszerint a CPD, C*PD* sziigek egyike tartalmazza a
masikat. Ez azonban lehetetlen, mert mindkettd derékszog, egyrészt Thales tétele, masrészt
a szogfelez6k merllegessége miatt.

* Apollonios gorbég matematikus megkozelitéleg i. e. 265—170 éIt, Alexandridban miikodott.
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Kell tehat, hogy PC és PD szogfelez6 legyen, s igy CD Thales-korének valoban minden
pontja a mértani helyhez tartozik. —

B A most bizonyitott tételt 40,7-ben 1jbdl bizonyitjuk majd.
18.5 Tétel. Ha egy ponton dt szelGt huzunk a korhoz, akkor a ponttél a met-
széspontokig terjedd szakaszok szorzata nem fiigg a szel0 megvdlaszidsdtdl.

A szorzat csak a kér s a pont megvalasztasatol fiigg. Ha a szel6 metszés-
pontjait A és B jeloli, és P a kdron kiviil van, akkor PA és PB egy iranyd
szakaszok. Ha viszont P a koron beliil van, PA és PB iranya ellentétes. Ha P
a koron van, akkor PA és PB egyike nulla. Kiegészithetjiik tehat tételiinket
azzal a megallapitassal, hogy az iranyitott PA és PB szakasz el6jeles hosszanak
szorzata sem fiigg a szelé megvalasztasatol.

Az eldjeles tavolsagokkal szamitott PA-PB szorzatot a P pont hatvd-
nydnak nevezziik. Tételiink éppen annak a lehetdségét biztositja, hogy defi-
nidlhassuk a pont korre vonatkozé hatvanyat. Kiilsé6 pont hatvanya pozitiv,
bels6é negativ, a kor pontjaié pedig nulla.

Bizonyitds. Ha a P pont a
koron van, akkor a PA-PB
szorzat értéke mindig nulla.
Ezért csak a koron kivill s a
koron beliil levé pontokkal
kell Tfoglalkoznunk. Azt mutat-
juk ki, hogy két szelé ugyan-
azt az értéket adja.

a) Legyen P a koron Kki-
vii. A 105a 4bra jeldléseit E dbra
hasznaljuk. A PA,B, és PA,B, '
hiaromszdgek hasonl6k, mert egyik szogiik kozos, és a PB,A,, PB;A, szogek
ugyanazon az iven nyugvé Kkeriileti szégek. A hasonlésag folytan
PA,:PB, = PA,:PB,, é ezért PA,-PB;, = PA,-PB,.

b) Legyen P a koron beliil. A 105b 4bra jeloléseit hasznaljuk. A P A, B, A
és a PA,B,A hasonl6, mert egy-egy szogiik egymas csicsszoge, a PB,A,,
PB, A, szogek pedig ugyanazon az iven nyugvé keriileti szogek. Ez a hasonlé-
sag ugyanahhoz az aranyparhoz és eredményhez vezet, mint az eldbb. —

Tétel. Egy pontnak egy korre vonatkozd hatvdnya a pont Korkozépponttol

mért tdvolsdga négyzetének s a sugdr negyzetének kiilonbségével egyenld.

Ha PO = d, akkor P-nek az O kozéppontu, r sugarti korre vonatkozd hat-
vanya d%—r2,

Bizonyitds. Tekintsiik a PO egyenesnek s a kor-
nek A és B metszéspontjait (106. abra). ElGjeles
tavolsagokkal szdmolva PO = d, A = —~r, OB=r,
tehat PA =d—-r, PB = d+r, a hatvany pedig
ezek szorzata, azaz d%*—r2. —

Ebbdl a tételbol djbél lathatd, hogy P hatva-
nya pozitiv, nulla vagy negativ aszerint, amint P
a koron kiviil, a kéron vagy a koron belitl van.

Tétel. Egy a koron kiviil levd pontnak a korre vonatkozé hatvdnya a pontbdl
a korhoz huzott érintd négyzetével egyenld.

106. abra
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Ha a P-b6l a korhoz huzott érint6 a kort T-ben érinti, akkor P-nek hat-

vanya PT2. Ez a tétel szakaszunk elsé tételének hatareseteként foghaté
fel. Mar a tétel kimondasa is feltételezi annak ismeretét, hogy a P-bdl
huzhato két érinté hossza egyenlo.

Elsd bizonyitds. Szakaszunk elsé tételének a
bizonyitasa most is alkalmazhaté (107. abra). A
PAT AésaPTB Ahasonlo, mert egy szogiik kozos,
a PTA, PBT szogek pedig ugyanazon az iven
nyugvo Keriileti szogek. E hasonlésag alapjan
PA:PT =PT:.PB és PA-PB = PT?2 —

Mdsodik bizonyitds. Mivel az érint6 a sugarra
merdleges, a POT A derékszogli. Pytharogas tétele
szerint tehat PT? = d2 — r?, és ez az ¢l06z6 tétel
szerint P hatvanydaval egyenlo. — |

A A matematika jellegzetessége, hogy egy-egy tételnek tobb, néha sokiéle bizonyitasa
is van. Tobbfele bizonyitéds ismerete j0l segiti az anyag Osszefiiggéseinek meglatasat. Mi olyan-
kor szerepeltetlink tobb bizonyitast, amikor tibb egyszeri bizonyit4st emlithetiink, s amikor

a tobbféle bizonyitds valamilyen tanulsaggal jir. A most szerepeltetett két bizonyitds burkol-
tan Pythagoras tételének 0j bizonyitidsat tartalmazza.

B A pont korre vonatkoz6 hatvanyaval és erre épiil6 tovabbi tényekkel és fogalomalko-
tasokkal az analitikus geometria keretében még részletesen foglalkozni fogunk (14sd 40. §).

19. § Szabalyos sokszég, a kior keriilete

Szabalyos haromszoggel és négyszoggel (négyzet) mar taldlkoztunk. Most
altalaban az n-oldalu szabalyos sokszogekkel foglalkozunk. A szabdlyos sok-
szogek tanulmanyozasa vezet el a kor keriiletének kiszdmitasdhoz.

19.1 Egy egyszerl sokszog szabdlyos, ha minden oldala és szdge ugyan-
akkora. Az egyenlé oldalu haromszog s a négyzet valoban szabélyos ebben
az értelemben. Természetesen csak legalabb harom oldalii szabalyos soksziogek-
rol lehet szo (108. abra).

Szabalyos n-szoghoz ju-
tunk, ha a kor kozéppontja-
nal elhelyezked(d teljes szoget
sugarakkal n egyenld szogre
osztjuk fel, és az igy kapott
kozépponti szogekhez tartozo
huarok altal hatarolt sokszo-
get tekintjiik. Szabalyos n-
szoghoz juthatunk ugy is,
hogy a teljes szoget n egyenlo
szogre feloszto sugarak vég-
pontjaiban a korhdz érintot
vonunk, és azt a sokszoget
tekintjiik, amelyet az érintok-
bdl a szomszédos érinték altal 108. dbra
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kimetszett szakaszok hatarolnak. Mindkét eljaras szabalyos sokszoghoz vezet,

mert ha a teljes abrat a kor kozéppontja koriil - szoggel elforgatjuk, ugyan-
n

azt az abrat kapjuk, ebbél pedig kovetkezik, hogy sokszigeink oldalai és
szogel egyenlok.
Minthogy az n-szog szogeinek osszege (n — 2)x, a szabalyos n-szognek

egy szﬁge(l _ 2 ) n. Ez a képlet n =3, 4, 5, 6 esetében rendre 60°, 90°,
n

108°, 120°-ot szolgaltat. Minden szabalyos sokszog konvex, hiszen szogei
konvexek.

Két ugyanakkora oldalt szabdalyos n-szog (11.1 utolsé tétele szerint)
egybevago, mert oldalaik és szogeik paronként is egyenlok. Ez a megallapitas
mindig helyes, akarmilyen mddon rendeltiik is el6zetesen egymashoz a két
n-szog csucsait (természetesen szomszédhoz mindig szomszédot rendelve).
Ha tehat két szabalyos n-szognek egy oldala kozos, és a kozos oldal egyenese
a két n-szoget nem valasztja el, akkor a két n-szog csak azonos lehet.

Barmely két szabalyos n-szog hasonlo, mert szogeik egyenlok, s oldalaik
aranya is megegyezik (vo. 17.5).

B Amikor belattuk, hogy van szabalyos n-sztg, akarmilyen 2-nél nagyobb természetes
szamot jelent is n, akkor arra épitettiink, hogy a teljes szbget fel lehet osztani n egyenlé
részre. Ha ezt a tényt axiomainkra tdmaszkodva bizonyitani akarjuk, akkor a folytonossag-
b6l a kdraxidomanal tobbre van sziikség (vo. 5.2 B2), Ha a folytonossagot csak a kdraxiéma

alakjaban hasznaljuk ki, akkor nem lehet n minden lehetséges értékére bebizonyitani, hogy

léteznek szabalyos n-szogek.
n bizonyos értékeire elvégezhetjilk ezt a bizonyitast akkor is, ha a kdoraxidmanai

tobbet nem vesziink igénybe. Az n = 3, 4, 5, 6, 8, 10 értékek ilyenek. Azokrél az n értékekrdl
van itt sz0, ahany oldalu szabalyos soksziget meg lehet szerkeszteni (v6. 22.4 B2).

19.2 A szabélyos sokszogek szimmetriaviszonyaival foglalkozunk.

Tétel. a) A szabdlyos n-szog minden oldaldnak felez6merdlegesére és minden
szogének szogfelezdjére vonatkozélag szimmetrikus.
b) Ezek a szimmetriatengelyek egy koz0s ponton haladnak dt.

A szimmetriatengelyek kozos pontjat a szabalyos n-szog kézéppontjdnak
(centrum) nevezziik.

Bizonyitds. a) Ha egy oldal felez6merolegesére tiikroziink, akkor ez az
oldal és az oldalegyenes altal hatarolt félsikok helyben maradnak. Ha egyenlé
oldalak altal kozrefogott szog felez6jére tiikkroziink, akkor ez a két oldal helyet
cserél, és a szogtartomany onmagat fedi. Mindkét tikrozésrél megallapithat-
juk tehat, hogy a szabalyos n-szog tiikkorképének van az eredetivel kozos oldala,
s hogy mindketté ugyanarrdl az oldalrdl tamaszkodik a kozos oldalra. Az el§z6
szakasz megallapitdsara hivatkozva kimondhatjuk ezért, hogy a szabalyos
n-szog mind a két esetben sajat maganak a tiikorképe.

b) A szimmetriatengelyek kozos pontjara vonatkozo allitas helyességét
a szabalyos n-szogek hasonldsadga miatt elég, ha egy szabalyos n-szogre l1atjuk
be, hiszen a hasonldsag oldalfelez6 merélegeshez oldalfelez6 merolegest és szog-
felez6hoz szogfelez6t rendel. Tekintsiik evégbol azt a szabalyos n-szoget,
amelyet az eldz0 szakasz elfirdsa szerint egy adott kér hurjaibdl alakitottunk
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R — i = r— S

(109. dbra). A hirokrél tudjuk, hogy felezdmerdlegeseik a kor kézéppontjan
haladnak 4t, s hogy a kor kozéppontja a huroktol egyenlé tavolsagra van.
Ez utébbi ténybol kovetkezik, hogy a koér kozép-
pontja rajta van a szogfelezokon is. —

Tétel. A szabdlyos n-sz0g a kézéppontjdra vonat-
kozdélag n-edrendben forgdsszimmetrikus.

Bizonyitds. Az eloz0 szakaszban lattuk, hogy van
n-edrend(i forgasszimmetrikus szabalyos n-sz6g. Az el6-
z0 bizonyitas b) részében azt is megallapitottuk, hogy
ennek a forgasszimmetrianak a centruma a .szabalyos
n-sz0g Kozéppontja. A szabalyos n-szogek hasonlosaga-
bol kovetkezik akkor, hogy ez minden szabalyos n-szog-
nél igy van, hiszen a hasonlosag szogtarto és egyenlo
szakaszokhoz egyenlé szakaszokat rendel.

Megallapithatjuk, hogy paros oldalszamu szabalyos sokszﬁgek a kozép-
pontjukra vonatkozolag centralszimmetrikusak is. Akar paros, akéar paratlan
oldalszamu a szabalyos n-szog, szakaszunk els6 tétele mindig n szimmetria-
tengelyrol szol, mert a paros esetben minden oldalfelez6 merdleges még egy
oldalt felez, és minden szogfelez6 még egy szoget felez, a paratlan esetben
pedig minden oldalfelez0 merodleges egy szoget is felez.

Az n-edrendfi forgasszimmetridbol kozvetleniil kovetkezik, de kiolvas-
hato az elozé tétel bizonyitasédbdl is, hogy a szabalyos sokszég kozéppontja
korul kor frhaté a szabalyos sokszog koré és a szabalyos sokszogbe is.

A szabalyos hatszognél két szomszédos cstics és a kozéppont szabalyos
haromszoget ad, mert két egyenld oldala 60°-os szoget fog kozre. Egy korbe
irt szabalyos hatszog oldala tehat a kor sugardval egyenlo.

Leszogezziik végiil, hogy egy szabalyos sokszig alakjat oldalszama és egy
tavolsagadata (oldala, beirt vagy koriilirt korének a sugara) egyértelmiien
meghatarozza.

109. dbra

Bl A szabél]ros n-szognek a talalt n szimmetriatengelyen kiviil nincs mas szimmetria-
tengelye. Ez abbdl kdvetkezik, hogy a szimmetriatengely csak merllegesen felezve metszhet
egy oldalt, s ha csiicson halad at, akkor a csticsndl elhelyezkedd szoget feleznie kell.

A szabélyos sokszig kézéppont]én kiviill nincs mas olyan pont, amelyre vonatkozélag
véges rend( (legalabb harmadrendd) forgasszimmetria volna megdallapithaté. Ez abbdl adddik,
hogy egy ilyen forgasszimmetria centruma legaldbb annyi csacstol van egyenlé tavolségra
ahanyadrend@ a forgasszimmetria; marpedig barmely harom csucs egyertelm@ien meghata-
rozza a szabalyos sokszOg koré irt kort, tehat csak a kozéppontt6l van egyenld tavol.

A paros oldalszémﬁ szabalyos sokszﬁg csak a kozéppontjara vonatkozélag centrilisan
szimmetrikus. Mindjart altalanosabban azt bizonyitjuk itt, hogy korlatos alakzatnak nem
lehet két szimmetriacentruma. Ha ugyanis A és B két ilyen szimmetriacentrum volna, akkor
az alakzat egy P, pontjat el0szdr A-ra, majd B-re tiikrozve az alakzat egy P, pontjéhoz jut-
nank, és az 1rény1t0tt P,P, szakasz a héromszog kozépvonalardl szol6 tétel szerint az irdnyitott
AB szakasz ketszeresevel egyenl6. Ezt az eljarast ujbol és nujbol ellsmetelhet]ﬁk és ezaltal a
P,P; egyenesen az alakzathoz tartozo, egyent kozl P,, P,, P,, P,, pontsorozathoz jutunk.
Ez ellentmond annak, hogy az alakzat korlatos, bnzonyit]a tehét hogy kér szimmetriacent-
rum nem lehet.

Osszefoglalva megallapithatjuk, hogy a szabélyos sokszogek korében nincs mas szimmet-
ria, mint amelyeket targyaltunk.

B2 A szabalyos soksz{g altalanositdsa révén a szabdlyos csillagsokszogekhez jutunk. Ezt
a sik véges sok szakasza alkotja, ha minden végpontjuk két szakasz k6zos végpontija, és talal-
hatd hozzajuk olyan egybevagdsag, amely a szakaszok egyikét egy tetszllegesen el6irt mésikra
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fekteti, s amely a teljes alakzat helyet nem valtoztatja meg. A szabalyos sokszogvonal is ilyen
alakzat de ezt nem nevezzilkk szabalyos csillagsoksziégnek. Egy szabdlyos sokszognek,a ko-
zepponttol ¢gyenlé (0-tol kiilonbozo) tavolsagra levo atloi szabalyos csillagsokszéget alkotnak.

19.3 Miecldtt a kor keruletét targyalnok, a kerulet fogalmaval foglalkezunk.
Egyelére csak konvex sikidomok kertleteérol lesz szo.

Egy sikidom altal tartalmazott sokszoget a sikidom belsé sokszogének, a
sikidomot tartalmazo sokszoget a sikidom kiilsé sokszogének nevezziik. Ha a
sikidom sokszog, akkor egyben sajat maganak belso és kiilso sokszoge is. Az
olyan egyszerli sokszoget, amelynek cstcsai egy sikbeli tartomany peremén
vannak, beirt sokszognek nevezzuk. Egy adott sokszogbe beirt sokszogek kozott
van maga az adott sokszog is. A beirt sokszog most adott definicidja altalano-
sitja azt, amit a korbe irt sokszogekrol mar mondottunk (vo. 16.4).

Konvex sikidom beirt sokszoge konvex bels6 sokszog, mert oldalait a
konvex sikidom tartalmazza, és oldalainak meghosszabbitdsan nem lehet
pontja. Barmely kiils6 sokszog kerulete barmely (mas) konvex belsé sokszog
Keriileténél nagyobb, mert a kulsé sokszog tartalmazza a belsot (vo. 9.5).

Ecy korlatos konvex sikidom keriiletének a beirt sokszogék keriiletének
a felso hatarat nevezzuk. Mondjuk azt is, hogy ez a konvex sikidomot hatarolo
konvex zart gorbe Kkerulete (hossza). A felso hatar létezését a korlatossag
biztositja, mert barmely kiilso sokszog Kerlilete a konvex belsé sokszigek kerti-
letének felso korlatja.

Konvex sokszogre az uj definicio 9.5 szerint a régi keriletet adja.

E.gybcwgu konvex sikidomok kertilete definicidnk szerint egyenld, hasonlok kertileténck
az aranya pedig a hasonlésdg aranyat adja.

A Kkerilletnek felsé hatarkent valo meghatarozdsanal szoritkozhatunk elyan beirt sok-
szdgekre, amelyek tartalmazzdk a hatarolo konvex zdrt gorbe megadott véges sok pontjdat. Ez azeért
lellCtSLgLS mert az adott pontokat’ nem tartalmazd beirt sokszog kertiletét noveljiik, ha a
sokszig ¢s az adott pontok konvex burkaval potoljuk, ¢s ez a konvex burok is beirt sokszog.

. Definiciénkbdl kovetkezik, hogy egy konvex sikidom Kkertilete egyetlen kiilsé sokszdg
keeriileténél sem nagyobb. Az is igaz, hogy cgy konvex sikidom keriilete egyetien konvex belsé
soksz0g keritleténél sem Kisebb, mert minden belsé sokszighoz talalhatunk azt tartalmazo
beirt sokszoget. llyet ad azoknak a pontoknak a konvex burka, amelyekben a konvex belsé
spkszog oldalegyenesei a konvex sikidom hatarat metszik, illetve elhagyjak. Ezért egy konvex
sikidom Kkerillete a konvex belsé sokszigek keriiletének is felso hatdra.

Egv konvex sikidom keriilete a sikidom belse;eben elhelyezkedo konvex sokszogek kerule-
ténck is felso hatdra. Ugyanezt kimondhatjuk ugyanis minden konvex sokszogre, tehat a kon-
vex bels6 sokszigekre is, és cgy szdmhalmaz felsé hatara nem valtozik meg, ha egyes rész-
halimazainak a fels¢ hatrat a szamhalmazhoz csatoljuk. Konvex sokszigre valoban helyes az
allitas, hiszen egy bels¢ pontot a centralis hasonlosag centrumaul valasztva olyan az eredeti-
hez hasonlo, annak belscjében clhelyezkedd konvex sokszoghoz juthatunk, amelynek a kerii-
lete clbirt kevéssel kisebb az ercdeti sokszog Keriileténél, ha ti. a hasonlésag ardnya kevéssel
kisebb, mint 1.

Ha egy konvex sikidom tartalmaz cgy masikat, akkor a tarfalmazottnak a kerilete nem
lehet a tartalmazééndl nagyobd, hiszen a tartalmazottnak minden belsd sokszige belsd sokszége
a tartalmazdé sikidomnak is.

Azt mondjuk, hogy cgy adott konvex sikidom altal tartalmazott konvex sikidomoknak
eqy Sorozata tart (konvargal) az adott sikidomhoz, ha az adott sikidom barmely bels pontjat
a sorozatnak csak veges sok eleme nem tartalmazza ha tehat a pontot a sorozat valamelyik
sikidoméatol kezdve mar mindegyik tartalmazza. Azt is mondjuk, hogy ilyenkor a sikidomsoro-
zat clemeit hatarold kenvex zdrt gdrbék sorozata tart (konvergal) az adott konvex sikidom
hatarvonalahoz.

Tétel. Ha egy adott korldtes kenvex sikidom dltal artalmazoft konvex sikidomoknak egy
sorozata tart az adott sikidomhoz, akkor lLeriilefiik is tart az adott sikidom Kkeriiletéhez.

g Bevezetés a geometriaba — 4218 19.3
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Bizonyitds. Minthogy a sorozat sikidomainak keriilete nem lehet az adott sikidom kerii-
leténél nagyobb, s minthogg ez a kerfilet az olyan bels6 sokszdgek kerfiletének is felsd hatara,
amelyek az adott sikidom belsejében vannak, elég azt bizonyitanunk, hogy a keriletsorozat-
nak nincs olyan torlddasi értéke, amelyik egy az adott sikidom belsejében levé konvex S
soksz0g keriileténél kisebb. Ez valéban lehetetlen, mert a sikidomsorozat sikidomai konvexek,
és véges soknak kivételével tartalmazzak S-nek minden csficsat, tehat az egesz S soksziget is. —

Al A kezd6t meglepi a kerfilet definiciéjanak koriilményessége. Egyszeribbnek hiszi
a kovetkez8 definici6t: a sikidom hatdrara helyezett, majd kifeszitett fonal hosszit keriilet-
nek nevezziik. Ez a , definicié” végtelen vékony, hatartalanul hajlékony, egyaltaldban nem
nyuld, a valésdgban nem is 1étezl fonalat feltételez. Jo lehet ez a gyakorlatban a kerillet kisebb-
nagyobb pontossagit megmérésére, a kerfilet definidlasara azonban nem alkalmas, hiszen
addig meg sem tudjuk mondani, mi a ,,nem ny@l6” fondl, amig nem tisztazzuk, mi a fonal
hossza, ha nincs kifeszitve.

A2 Igen Iényeges az a megdllapitds, hogy a sokszogekhez az 1j definicio is a régi kerii-
letet rendeli. Egy fogalom kiterjesztésekor feltétlenill figyelni kell arra, hogy az 1j fogalom-
alkotds ne legyen ellentétben a régivel.

B Az ebben a szakaszban bizonyitott tételt szivegezhettllk volna sz(ikebben, tigyhogy
csak sokszogsorozatrél széljon. Ezzel kapcsolatban figyelmeztetiink arra, hogy bizonyitas
nélkill nem nyilvdnvald, van-e olyan sokszdgsorozat, amely egy megadott konvex sikidomhoz
tart (lasd 20.6 B3). Ha ezt tudjuk, akkor a keriiletet ilyen sokszdgsorozat segitségével is

definidlni lehet.

19.4 Tétel. Két kor keriiletének ardnya sugaruk ardnydval egyenld.

Bizonyitds. A sugarak aranya a korok hasonlosaganak az aranyat adja.
Ezért a sugarak aranya a két kor egymashoz hasonlé beirt sokszogei keriile-
tének az aranyaval, tehat ezek felsé hataranak az aranyaval is egyenlé. —

Tétel. Az r sugaru kor keriilete 2zr, ahol n egy valds szdmot jelol.

A tétel lényege, hogy a = szam r-t6l figgetlen. Tételiink ilyen = érték
létezését mondja ki, tehat azt allitja, hogy a kor keriiletét az atmérdvel osztva
minden kornél ugyanahhoz az eredményhez jutunk.

Bizonyitds. Az el6z6 tételb6l kovetkezik, hogy ha egy kor keriletét su-
garaval elosztjuk, minden kornél ugyanazt a szamot kapjuk. Ezt a szamot
2n-vel jelolhetjik. —

A kor keriiletérél mondottak alapjan = értékét tetszoleges pontossaggal
meghatarozhatjuk. Kozelitoleg =« = 3,14159.

Al 7 a periféria (Keriilet) sz6 gorog kezdGbetdje. Ertékének meghatarozasira mar ax
okorban torekedtek. Az egyiptomi Rhind papirusztekercsen (i. e. 1700 koril) értékeként

16\ 2
( =] - 3,16... szerepel. ARCHIMEDES* a beirt és koriilirt szabalyos sokszdgek segitségé-

vel médszert dolgozott ki = értékének meghatarozdsara, a szabalyos 96-szdgek segitségével
10 10
bebizonyitotta, hogy értéke 3 =1 > 3,1408 és 3 5 < 3,1429 kozott van. 35 tizedesjegyre

pontos értékét LupoLF* hatdrozta meg. Innen eredt, hogy Ludolf-féle szimnak nevezték.
Ma mar t6bb mint ezer jegyét hatiroztak meg.

A2 A =nszam irraciondlis, s6t transzcendens, azaz nem gyoke egyetlen egész egyiitthatds
algebrai egyenletnek sem. A német J. H. LAMBERT bizonyitotta be 1770-ben, hogy irracio-
nalis, és a német F. LINDEMANN 1882-ben, hogy transzcendens.

19.5 Tétel. A korbe irt szabdlyos sokszogek keriilete is és a kor koriil irt sza-

bdlyos sokszogek keriilete is tart a kor keriiletéhez, ha a sokszogek oldalszdma min-

den hatdron tul né.

* A gOrog Archimedes i. e. 287T—212 Szicilia szigetén, Siracusaban élt. Ludolf van Ceulen (ejtsd:
fan kolen) holland mérnok, 1540—1610.
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Bizonyitds. Elég azt bizonyitanunk, hogy a beirt szabalyos n-szog kerii-

letét a koriilirt szabalyos n-szog keriiletével osztva n novekedtekor 1-hez tarté

hanyadost kapunk. Ebbdl kovetkezik ugyanis, hogy ezek a kor keriiletét kozre-
fogo sokszogkeriiletek a kor keriiletéhez tartanak. Az emlitett hanyados a
két szabalyos sokszog hasonlésaga miatt azzal a hanyadossal egyenl6, amelyet
a kozéppontnak a sokszogoldalaktol valo tavolsagai adnak (110. abra). Mint-
hogy a koriilirt korre vonatkozolag ez a tavolsag éppen a korsugar, elég mar
csak azt bizonyitanunk, hogy a kozéppontnak a beirt
szabalyos n-szog oldalaitol valo tavolsaga n noveked-
tekor a korsugdrhoz tart. Ez viszont abbol kovetke-
zik, hogy ennek a tavolsadgnak és a sugarnak a ktilonb-
sége a haromszogegyenlotlenség szerint kisebb, mint
a beirt szabalyos n-szog oldalanak a fele, ez utobbi
pedig 0-hoz tart, ha n minden hataron tul no. —
Tételiink modot ad = kozelité meghatarozasara.
A tételnek a beirt sokszogekrdl szolg része 19.3 tételé-
b6l is kovetkezik, hiszen a novekvl oldalszdmu beirt
szabalyos sokszogek a korhoz tartanak (vo. B2).

B1 Bebizonyitjuk, hogy a korbe irt szabalyos n-szog oldala az oldalszam nivekedtekor
valéban 0-hoz tart, vagy 4ltaldnosabban: hogy egy kor hurjainak hossza 0-hoz tart, ha kozép-
ponti szigeik O-hoz tartanak.

Azt kell bizonyitanunk, hogy egy adott korhoz és egy megadott tavolsaghoz megadhato
egy olyan w szig, hogy ha a kor egy hurjidhoz w-nél kisebb kozépponti szog tartozik, akkor a
hir hossza a megadott tavolsdgnal kisebb. Mivel Kkisebb kozépponti szoghoz révidebb hir
tartozik, elég az w szdget ngy valasztanunk meg, hogy w-hoz a megadott tavolsagnal kisebb
har tartozzek.

friunk a kor egy A pontja koriil kort, amelynek sugara a megadott tavolsagnal és a kor
Atmérdjénél is kisebb. A rajzolt kor 15.6 szerint metszi koriinket. Ha B egy metszespont,
akkor az AB hfirhoz tartozé o kozépponti szoget tekintjiik. Ez a szog megfelel kovetelmeény {ink-
nek, mert a hozza tartozé AB hir valéban kisebb a megadott tavolsagnal.

B2 Hivatkoztunk arra, hogy a beirt szabalyos szokszogek sorozata a korhoz tart. Itt
még tdbbet bizonyitunk: Ha egy korbe irt, a kor kozéppontjat tartalmazé sokszigekbol allo
sorozat finomodd abban az értelemben, hogy a sokszogek leghosszabb oldalainak sorozata
0-hoz tart, akkor a sokszigek kerillete tart a kor Kkeriiletéhez.

Csak azt kell belatnunk, hogy sokszogsorozatunk a koérhoz tart, azaz hogy a kor barmely
bels§ pontjit a sorozatnak legfeljebb véges sok sokszige nem tartalmazza. Ez valdban igy
van, mert ha a sokszog leghosszabb oldala mar olyan rovid, hogy a kdzéppontnak ettdl az
oldaltél valo tavolsdga a valasztott bels6 ponttdl valé tAvolsaganal nagyobb, akkor a sokszog
tartalmazza ezt a bels§ pontot, hiszen a rajta Athaladé sugarat a sokszdg hatéra a belss
pontnil messzebb metszi.

Az utolso 1épés arra a kikotésre tAmaszkodott, hogy a kor kozéppontja sokszigeink belse-
jében van. Ilyen megszoritas nélkdl nyilvan nem is helyes az allitds. Helyettesitheto viszont
ez a megszoritds massal, pl. azzal, hogy a sorozat sokszbgeinek ne legyen hegyesszogiik.

19.6 Egy mddszert ismeriink meg 7 jegyeinek kiszamitasdra. A szamitas egyszer(Gsitése
érdekében nem egy adott sugar( korbe irt s e kor koré irt egyre tobb oldalii sokszogek kerilletet
fogjuk kiszdmitani, hanem adott keriiletdl s egyre tobb oldalt szabalyos sokszdgek beirt és
koriilirt korének sugarat hatarozzuk meg. = értékéhez jutunk tehat, ha majd az adott kertile-
tet a kiszamitott sugarak hatarérickének kétszeresevel osztjuk.

Eljdrasunk alapja a kdvetkezl tétel lesz:
Tétel. Ha r, és R, egy szabdlyos soksz0g beirt és koriilirt korének sugardt jeloli, akkor az
ugyanakkora keriiletii s kétannyi oldali szabdlyos soksz0g beirt és kdriilirt kirének ry és R, sugarat

a kovetkezd képletek adjdk:. r+ R
r,—' 12 l’ R3=lR1rl'

170. dbra
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Bizonyitds. L.egyen az O kozéppont szabalyos n-szog egy oldala A,B,, s ennek felez6-
pontja D, (111. abra). A beirt €s koriilirt kor sugara tehat r, = 0D, R, = 0OA,.

Az OD, félegyenes a sokszog koré irt kort a C pontban metszi. Az A,B,CA-nek A B,-
gyel parhuzamos kozépvonala A,B,. Allitjuk, hogy A,B, egy O kozéppontu, az n-szoggel
egyenld keriiletii, szabalyos 2n-sz6gnek az oldala. Ez akkor igaz, ha az OA,B,A egyenls
szaru, A,B, fele A, B, -nek, és az A,0B,< fele az A,0B,<-nek. Az els6 megillapitas az abra
OC-re vonatkozo szimmetridjabol, a masodik A,B, kdzépvonal voltabdl, a harmadik pedig
abbol kovetkezik, hogy OA, és OB, felezi az A,C és B,C hiirokhoz tartoz6 kozépponti szoget,

mert a hurokat felezi. Ha tehat A,B, felezGpontjat :
- D, jeloli, akkor r, = OD, és R, = OA,. 2
V2
<
1 LS
2] 1 2
4
1
Fl
111. dbra 172. dbra

Minthogy A,B, kozépvonal, D, felezi a CD, szakaszt, €s igy

1 |
ry=0D, = = (0D, +0C) = — (r; + Ry).
Az OA,C derékszogd haromszoghdl viszont a befogotétel szerint

R,=0A,=)0C-0D,=VR,r, —

Ez a tétel valamely szabalyos sokszig r, és R, értékébdl kiindulva viszonylag egvszerti
szamitassal s elég gyors kozelitéssel lehet§ve teszi n kiszamitasat. Celszerd példaul a 2keriilet (i

V2

négyzetbol kiindulni, amelyre r, = y €s R= i (112. 4bra). Ez esetben ugyanis =z a ki-

szamitott sugarak hatarértékenek reciproka lesz, mert a sokszogek keriiletének fele a sugarral
osztva n-hez tart. A Kiszamitott sugarak a hatarértéket kozrefogjak, ezért mindegyik sugar-
par also és fels§ becslést is ad = szamara.

A szamitas eredményét a mondott kezdés mellett 6 tizedes jegyre pontosan a kivetkez6
tablazat tartalmazza:

r, = 0,25 R, = 0,353553
r, = 0,301777 R, = 0,326641
r, = 0,314209 R, = 0,320365
r, = 0317287 R, = 0,318822
re — 0,318055 R, = 0,318438
r, = 0,318246 R, = 0,318342
r, = 0,318294 R, = 0318318
r, = 0,318306 R, = 0,318312
r, = 0,318309 R, = 0,318310

Az utolsé értékek szabilyos 1024-szogekre vonatkoznak. Ezek reciproka hat jegyre pontosan
3,14160 és 3,14159.

Bl A szamitast azr,= 0 és R, = 0,5 értékekkel is elkezdhettiik volna, igy az els6 1épés
éppen r, €és R, fenti értekét adja. Ez a ,,szabalyos kétszogbOl” valé kitndulasnak felel meg,

B2 Ha két szdm viszonylag kevéssel kiilonbozik egymastol, meértani kézepilk nagyon
kozel van szamtani kozepitkhoz. Ezért szamitasunk késGbbi lépéseiben az R értékeket szam-
tani kozép keépzése is megadta volna.

Konnyen belathatd, hogy ha valamely r;, R; értékparbol kiindulva szamtani kozepelés-
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sel szamitjuk a tovabbi értékeket, akkor hatarertékiik -—:];(r; + 2R;) lesz. Ezt az ¢szrevételt a
szAmitas gyors befejezésére hasznalhatjuk fel. Ha a fenti szadmitast csak r, és R, meghataroza-
sdig végezzik el; ezekb0l az értékekbldl maris -—:l;-(ri + 2R,) = 0,318310, s ebbfl = értéke-
ként 3,14159 adodik.

19.7 A koriv hosszaval akarunk foglalkozni. El6bb azonban az ivhoss
fogalmaval ismerkediink meg. Csak konvex zart gorbe iveirdl lesz szo.

Egy konvex zart gorbét két pontja két konvex ivre bont fel (lasd B1). A
konvex iv lehet egyenesszakasz is.

7 Ha nem szakaszrdol van szdé, akkor a konvex iv végpontjait osszekoto
szakaszt az ivhez tartoz6 hurnak mondjuk. llyenkor ez a hiir az ivvel egyiitt
egy konvex sikidomot hatarol. Ha ennek a sikidomnak kertiletébdl a har hosz-
szat levonjuk, a konvex iv ivhesszdt (hosszat) kapjuk. A szakaszhoz ivhossz-
ként a szakasz hosszat rendeljuk.

Konvex soksziog hataran elhelyezked6 torottvonalhoz definicionk ugyan-
azt rendeli ivhosszként, mint amit eddig a torottvonal hosszanak neveztiink.

Megallapithatjuk, hogy egybevagd konvex ivek hossza egyenld, s hogy hasonlok hosz-
szdnak hanyadosa a hasonifsag ardanyat adja. |

Egy konvex iv esetében beirt poligonnak nevezziik az olyan nyift térottvonalat, amely-
nek végpontjai az iv végpontijai, s amelynek toréspontjai az iven vannak. Ha a konvex iv
nem egyenesszakasz, akkor a beirt poligon a hdrral egylitt egy az iv és hiir hatéarolta sikidom-
ba irt sokszoget hatdrol.

Tétel. Egy konvex iv hossza a beirt poligonok hosszdanak felsé hatdra.

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy nem szakaszrél van sz0, hiszen arra a tétel helyesscge
nyilvanvalé. Az iv és har hatérolta sikidom keriiletének keriiletek felsd hataraként valo el6-
allitdsanal szoritkozhatunk azokra a beirt poligonokra, amelyeknek téréspontjai ko6zott az
iv végpontjai is szerepelnek. Ha az ebben a kijelentésben szerepl6 kertiletek mindegyikét a hur
hosszaval csokkentijiik, Allitasunk helyességét 14tjuk be. —

Tétel. Egy konvex zdrt girbe két csatlakozo ivének ivhosszdt dsszeadva a két iv egyiitiesenek
ivhosszdtl kapjuk.

A két iv egyiittese lehet egy iv, de Iehet a teljes zart gorbe is. Ez utobbi csetben a zait
gdrbe ivhossza a keriiletet jelenti.

Bizonyitds. Ha iveink egyiittesének ivhosszat fels6 hatarként szdrmaztatjuk, szoritkoz-
hatunk olyan beirt poligonokra, amelyeknek szégpontjai kozott.a két iv (egy vagy két)
csatlakozasi pontja is szerepel. A két iv hosszadnak Osszegét és az ivek egyiittesének ivhosszat
ezek szerint ugyanannak a szamhalmaznak a fels6 hatara adja. —

Tételiinkbdl kovetkezik, hogy ha egy konvex ivet vagy egy konvex zart gérbét n ivre bon-
tunk, akkor ezek ivhosszainak Osszege a teljes ivhosszat adja.

A Minthogy az ivhosszt hossziisdgmértékkel definidltuk, az ivhossz is hossziisagdimen-
zi0j1 mennyiség.

Bl Ha megadjuk egy konvex zart gorbe két pontjat, akkor az altaluk hatarolt két kon-
vex ivhez a kovetkezOképpen jutunk: a zart gorbe altal hatarolt tartomany egy belsé pontja-
bél a két ponton At félegyeneseket hiizunk, majd tekintjfik az ezek altal hatarolt ket szogtar-
tominynak a zart gorbével alkotott kozos részét. Ez az eljaras annak az &ltaldnositésa,
ahogyan a kérivhez jutettunk (vo. 5.2 B1). Ha a felbontassal szarmaz6 két konvex iv kozott
nincs szakasz, akkor szégtartomanyok helyett szerepeltethetnfk azokat a félsikokat is, ame-
lyeket a két pont Osszekdtl egyenese hatarol.

B2 Véges sok konvex iv egymishoz flizésével ad6ddé vonal ivhosszanak a konvex ivek
hosszanak Gsszegét nevezziik. Ezzel a definiciéval a keriilet fogalmat is ditalanositottuk. Ez az
uj definicié utolso tételiink szerint fedi a régit. Az is nyomban megallapithato, hogy szakaszunk
mindkét tétele helyes marad, ha azokat az 1ij definiciét elfogadva véges sok konvex ivboi
dsszerakott gorbére, mondjuk ki.
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Els6 tétellink alapjan az ivhossz fogalmat még tovabb, véges sok konvex ivbél ossze
nem rakhato gorbekre is altalanositani lehet. Ilyen altaldnositassal az analizis és a differen-
cidlgeometria foglalkozik.

B3 A differencidlgeometria altalanossagban mindenféle alakzat metrikus tulajdonsaga-
val foglalkozik, és legf6bb segedeszkozkent az aritmetikai és a geometriai hatiaratmenetet
lr}asznélja. Hataratmenettel alakzatokat is definial (v5. 15.2 B1), és az alakzatokhoz hatar-
atmenettel rendelt meértekeket vizsgal. Modszeréb6l kovetkezik, hogy erfsen osszefonddik
az analizissel. Nagymértékben felhasznalja az analizist, az analizis egyes fejezeteinek geomet-
riai kontdst ad, €s az analizist szamos vizsgalati targgyal gazdagitja.

o _l:}l‘{ben az elemi jellegli konyvben is szerepelnek hatiratmenettel definidlt mértékek,
infinitézimalis fogalmak : az ivhossz, a terfilet, a térfogat és a felszin (v6. 15.2 B2). Mond-
hatjuk, hogy ezek mar a differencidlgeometriahoz tartoznak. Valéban a differencidlgeometria
foglalkozik ezekkel a fogalmakkal teljes Altalanossagban. Mi megelégsziink azzal, hogy az
ilyen infinitézimalis fogalmakat — miként a keriiletnél és az ivhossznal is tettiilk — az &lta-

lunk részletesen vizsgalt alakzatokat felolelS, egyszerfi targyalast megengedd, sziik korben
vezessitkk csak be.

19.8 A koriv hosszanak targyalasanal felhasznaljuk azt, hogy egy korben
az egyenlé kozépponti szogekhez tartozo, egybevagd korivek hossza egyenld,
és hogy egymashoz csatlakozd ivek hosszanak Osszege az altaluk alkotott
teljes iv hossza. A koriv jelével egyben a koriv hosszat is jeloljiik.

Tétel. Egy kor iveinek hossza kozépponti sz0giik-
kel ardnyos.

Bizonyitds. Legyen n tetszbleges természetes
/" \ szam. Az AB koriv kozépponti sz6gét n egyenld
Lo | részre osztjuk (113. abra). Az igy kapott szoget
felmérjiik a CD iv kozépponti szégére az OC szartol
kezdve annyiszor, ahanyszor csak tudjuk. Ha k-szor

mérhettitkk fel, akkor |

AOB AOB
113. dbra - qéCOD@[<(k+l) q.

n I
A korivek hosszara fentebb kimondottakbol kovetkezik, hogy

"‘.‘
L3
b e

kA% <D< AB.
n n

Egyenlétlenségeinket AQOB<-gel és AB-vel osztva azt kapjuk, hogy a

COD</AOB<LY, CB{E hanyadosok nem kiSe‘bbek-I—{- -nél, viszont kisebbek

I
k+1 | : oy
Kl -nél. E hanyadosok kiillonbsége tehét-—l--nél kisebb. Minthogy n tetszoé-

n n |
legesen nagy lehet, a két hanyados egyenld. —
) ’Tétel._ Az r sugaru kor o kozépponti szoghoz tartozo ivének hossza ar, ha a
kozépponti szoget ivmeértékkel meérjiik.
Ha a szoget fokokban adjuk meg, a képlet bonyolultabb. Ha o = n°,

T ¢vo. 3.3 BI):
180

akkor az ivhossz
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Bizonyitds. Minthogy a koriv hossza a kdzépponti szoggel aranyos, a ke-

resett i ivhosszra
1i2nr =@ 2m.
Ebb6l az aranyparbdl i = ar adddik. —

Tételiink szerint az egységsugarti korben az o ivmértékii szoghoz o hosszu-
sagtt {v tartozik. Megallapitottuk tehat, hogy az ivmeérték annak a cstcs koriil
rajzolt egységsugard kirivnek a hossza, amelyik a szdrakat a szogtartomdnyon
beliil koti ossze.

Bt Ha egy koriv végpontjainak sorrendjét is megadjuk, azaz megmondjuk, melyik

a kezdGpontja és melyik a végpontja, akkor irdnyitott korivrdl beszélink. Ha AB iranyitott
ivet jeldl, akkor A a kezdOpontja. Az irdnyitott koriveknek iranyitott kézépponti szigtarto-
manyok feleinek meg. Irdnyitott sikban az irdnyitott kdrivekhez elfjeles ivhosszat rendelhe-
tink. Ehhez igy jutunk, hogy az ivhosszat pozitiv vagy negativ eljellel latjuk el aszerint,

amint a megfelel§ irdnyitott kozépponti szogtartomany pozitiv vagy negativ forgasszoget

szolgaltat. Az iranyitoft korivekkel az irdnyitott szakaszokhoz hasonléan szamolhatunk.

Ha egymashoz csatlakozd irdnyitott iveket tekintlink, az is lehetséges, hogy ezek
egészben vagy részben fedik egymast. Ha az igy szdrmaztatott, egészben vagy részben t6bb-
sz0rds iveket is az irdnyitott ivekhez soroljuk, akkor eimondhatjuk hogy birmely kor irdnyitott
iveinek az el6jeles hossza tetszlleges valés ertek lehet.

B2 Mar joval korabban is megtehettiik volna, hogy egy kor iveit mérjiik, de nem ivhosz-
szfisdgukkal, hanem azéltal, hogy egy korivet egységill valasztunk. Ha megallapodnank abban,
hogy egybevagé ivekhez ugyanaz a mérték tartozzék, és két csatlakoz6 ivbdl dsszerakott ivnek
a mértéke mindig a két résziv mértékének Osszege legyen, akkor az egységivbll kiindulva
minden ivhez egy-egy pozitiv valds szdmot rendethetnénk mértékill. Ez az eljaras végered-
ményben azt jelentené, hogy egy kor iveit kdzépponti szogitkkel merndk.

Nem jartunk el igy, mert a kétféle korivinérés zavarélag hatna. Ez a belatas vezetett,
amikor 15.3-ban nem beszéltlink egyenld, nagyobb és kisebb korivekrol.

B3 Tételfink bizonyitasdban szerepeli az, hogy egy szoget n egyenl részre bontottunk
fel, 8 ennek lehetOségét a koraxidma nem biztositja. Még sincs itt szlikseg a kdraxiomanal

tobbre, mert a bizonyitasban n szerepét 2" is jatszhatja, és a szogek ismételt felezésének lehe-
tdségét a koraxiéma biztositja.

B4 Ha egy korivbe irt poligonok finomodé sorozatot alkotnak abban az értelemben,
hogy a poligonok leghosszabb oldalainak a sorozata is O-hoz tart, akkor a poligonok hossza
a koriv hogszihoz tart (vd. 19.5 B2).

Ennek igazolasdhoz, 19.3 tételére és az ivhossz definicidjara hivatkozva, elég azt bizo-
nyitanunk, hogy ha a beirt poligonokat a koriv h hirjaval lezarjuk, akkor az iv és har hatarolta
S korszelethez tarté sokszbgsorozathoz jutunk. Szoritkozhatunk itt azokra a poligonokra,
amelyeknek valamennyi oldala h-nal rgvidebb. Egy ilyen oldal a kdrt ket ivre bontja, s ezek
rvidebbike 15.3 szerint nem tartalmazhatja h végpontjait. Igaz ezért, hogy ez a poligonoldal
az altala hatarolt korszeletek kozil a kisebbiket valasztja el a poligon és hir hatarolta sok-
sz0gt6l, azt tehat, amelynek a pontjai kozill a poligonoldal felezGpontja van a legk6zelebb
a kdr O kozéppontjahoz. Ha marmost az S korszelet egy bels6 P pontjat tekintjik, akkor
megallapithatjuk, hogy ha valamely beirt poligon és hur hatarolta sokszog a P pontot nem tar-
talmazza, akkor P valamelyik poligonoldal 4ltal a sokszogtdl elvalasztott korszeletben van,
messzebb van tehdt O-t6l mint a poligonoldalak valamelyikének a felezOpontja. A széban
forgé sokszdgsorozatban csak véges sok ilyen sokszdg lehet, hiszen a leghosszabb oldal O-hoz
tartasa miatt a legkozelebbi oldalfelez6pontnak O-tél mért tavolsaga a korsugarhoz tart,
gs ezért csak véges sokszor lehet az OP tdvolsagnal kisebb. Sokszbgsorozatunk tehat valéban

-hez tart.

Megemlitjiik, hogy a most bizonyitott allitds nemcsak kdrivre, hanem tetszoleges konvex
ivre, sOt csatlakozé konvex fvekb6l dsszerakott nyilt (azaz két végpontot 0sszekotd) vonalakra
is teljesill, de ennek bizonyitasdval mar nem foglalkozunk. Beirt poligonok finomodd soro-
zatdnak a segitségével ki is lehet terjeszteni az ivhossz fogalmat tovabbi gorbekre. Az analizis
és differencialgeometria a 19.7 B2-ben emlitett médszer mellett ezt a médszert is hasznalja.
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20. § Teriilet

Eloszor a sokszogek, majd altalaban a sikidomok teriiletével foglalko-
zunk.,

20.1 Minden soksz6ghoz rendelhetiink egy valés szamot, amelyet ferii-
letnek neveziink, s amely a kovetkez6 tulajdonsigokkal rendelkezik:.

1. Minden sokszog teriilete pozitiv szam.
2. Egybevago sokszogek teriilete egyenld.

3. Ha egy sokszcget két sokszogre bontunk, e Ketté teriiletének osszege
s eredeti sokszog teruletével egyenld.

4. Az egységnégyzet teriilete 1.

Az utolso megdllapitas szerint a teriilet ismeretéhez a hosszegység is-
meretére van sziikség. Ha mas hosszegységet, illetve teriiletegységet valasz-
tunk, akkor minden teriilet osztandé az djonnan teriiletegységiil valasztott
s0ksz0g teriuletével.

Ebbol a megallapitasbol kovetkezik, hogy nem fiigg a teriiletegység meg-
valasztasatol az olyan kijelentések helyessége, hogy két sokszog teriilete egyen-
10, hogy az egyik a masiknél kisebb vagy nagyobb, vagy hogy egy sokszog
terulete mas sokszogek teriiletének Osszege, killonbsége, fele, kétszerese stb.

A 3. kovetelmeny teljesiiléséb6l nyomban kovetkezik, hogy ugyanaz
akkor is all, ha egy sokszdget n sokszogre bontunk fel, ahol n akarmelyik ter-
mészetes szamot jelentheti.

Ha egy sokszig egy téle kiilonboz6 masikat tartalmaz, akkor teriilete
a tartalmazotténdl nagyobb, hiszen a tartalmazott sokszog teriiletének, s a
tartal{nazott sokszog elhagyasa utan maradé sokszog teriiletének osszegével
egyenlo.

Az AjAy. . A, sokszog terilletét a kovetkezikben T(A;4,...4,) je-
1oli.

A Szemléletesen tgy juthatunk a teriilethez, hogy az adott alakt homogén lemez sulyat
az egysegnégyzet alakaéval elosztjuk.

Bl Mi csak kijelentettiik, hogy a sokszogekhez egy szamot rendelhetiink, amelyet terii-
letnek neveziink; s amclyik bizonyos feltételeket kielégit. Bar a szemlélet alatamasztja ezt,
megis szukség van annak igazolasara, hogy e hozzarendelés lehetséges, és csak cgyfeleképpen
lehetséges. Ezt rovidesen meg is tessziik (20.4 B). Targyalasunknak addig is meg van az értelme:
azzal foglalkozunk, hogy ha van olyan hozzarendelés, amely négy feltételiinket kielégiti, akkor
a hozzarendelt értékekre vonatkozolag milyen megallapitasoknak kell teljesiilniiik. Ha majd
belatjuk, hogy egyetlenegy kivant tulajdonsagi hozzarendelés van, akkor tudjuk majd,
hogy korabbi megéllapitasaink minden feltétel nélkil teljesiilnek.

B2 Gorbe vonallal hatarolt sikidomok teriiletérdl itt meg nem beszéliink. Err6l is szo
lesz (lasd 20.6).

20.2 Elészor a téglalap teriiletével foglalkozunk.
Tetel. Ha két téglalapnak egy-egy oldala egyenls, teriiletiik ardnya meg-

egyezik az egyenld oldalakhoz csatlakozo oldalaik ardnydval.

Ha a téglalap egyik oldalat alapnak tekintjiik, akkor a csatlakozo oldalak
a hozza tartozé magassdgot adjik meg. Tételiink ezért igy is fogalmazhato:
egyenlo alapu téglalapok teriiletének aranya magassaguk aranyaval egyenld.
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Bizonyitds. Legyen n tetszdleges természetes szam. Osszuk fel az elsé
téglalapnak az alapra mergleges oldalat n egyenld részre (114. dbra). Mérjuk
fel e részt a masodik téglalap magassigat ado oldalara az egyik végponttol
kezdve, ahanyszor csak lehetséges. Ha ez k-szor lehetséges, akkor a magassa-
gokra

k-ﬂlgm2<(k+ 1)—'-"1-.
n n
Az osztopontokon at a téglalapok alapjaval pérhﬂ'zamosa_k'at hizunk. E par-
huzamosok a téglalapokbdl egybevago, téglalap alakti savokat vagnak le,
mert oldalaik paronként egyeniék. Ezért e savok teriilete is egyenlo, és a

téglalapok teruleteire .
kTJ =T, <(k+1)2.
n n

T — S S sk —

S A e M S e ol T i

114. dbra 115. abra

Egyenldtlenségeinkbdl (m,-gyel és Ty-gyel vald osztas utjan) kovetkezik, hogy
az

m I
my | Ty
: . : , k 1 : : k E vt
hanyadosok mindegyike Kisebb ( | )—nel, s nem Kisebb — -nél. Ezér
n n
kijli:}nbségiikl -nél kisebb. Minthogy n tetszéleges természetes szam lehet,
n

a felirt hahyadosok kiulonbsége csak O lehet, s igy T,:T, =my:m, —
Tétel. A téglalap feriilete két szomszédos oldal szorzatdval egyenlo.

A mar bevezetett szohasznalattal: a téglalap teriilete az alap és magassag
szorzata. -

Bizonyitds. Jelolje a és m téglalap alapjat és magassagat. Tekintsuk azt
a téglalapot, melynek alapja a és magassaga 1 (115. abra). Ennek T, teriile-
tére az egységnégyzettel valo osszevetésbél az elozd tétel szerint 7,:1 = a :1,
tehat T, = a. Ha viszont ezt a téglalapot a vizsgalt téglalappal vetjuk oOssze,
tijbol az eloz6 tétel szerint T: T, =m: 1, tehat T = Tym = am. —

A Ha a hosszegységet megvaltoztatjuk, és minden hossz mérfszama 2-szeres vagy 3-8Z0ros
lesz, akkor a teriilet mérfszama utolsd tételiink értelmében 4-szer vagy 9-szer akkora lesz.
Ezt a tényt fejezziik ki azzal, hogy a teriilet dimenzidja ,,hosszlisdg a négyzeten”. Ez az oka
annak is, hogy ha a hosszegység jele cm vagy m, akkor a teriiletegységet cm? vagy m?2 jeldli.

Ez a jelolésmod a gyakorlatban nagyon el6nyds, mert pl. az 1 m = 100 cm Usszefiiggesbdl
1 m2= 10000 cm? , ncégyzetreemeléssel” keletkezik.
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i

Az egységek megadasar6l hasoniét mondhatunk, mi i
: ) , mint amit 2.2 Al-ben

3 g-yak%rl?tti é::etbet_l erre feltételent_l_l szitkség van, viszont a geometridban a terﬁll:t(::grggé?tﬂfé
eve 131&0 hna. tekintjlik, és a teriilet mérdszdma mellett a teriiletegységet nem jelezziik
jelzését ge leﬁé rril:;_:t\_lrﬁze:lt( lfc:?nigy;;ﬁ%%l;k?‘ 1.1 dtIJ]lgozunk, azaz a mennyiség megaddsaba az egyséé
lzcse uk, a | atjuk, hogy a teriilet két hosszisa -
masztja az, am.l'g az el@bb a hossztusagegységek ,,szorzasaroél” mon;’?unl%.smmata' Eat alatd
Megemlitjiik végiil, hogy felesleges volna azt mondani, hogy a téglalap teriilete két szom-

szédos oldal hosszdnak i ‘ '
ey a szorzata, hiszen az oldal sz6 nemcsak szakaszt, hanem hossziisagot is

20.3 Tétel. A parallelogram i ' ,

cammdicad egyenlé’.p gramma teriilete az alap és a hozzd tartozé magassdg

Tételiink az el6z6 tételt is magaban foglalja. . ¥
’ : glalja. A parallelogramma alapjdul
a négy coldal barmelyikét valaszthatjuk. Az ehhez tartozé (I

: m

oldalqu az't alaE)r tla(gyenese'tﬁl valé tavolsaga. %gassdg a szemkozt
' izonyitds. Tekintsiikk az ABCD parallelogramma mellett azt az ABC,D
téglalapot is, melynek alapja ugyanaz az AB szakasz, s amelynek C,D, (:u]dlalél

a CD egyenesen van (116. abra). A pontokat tigy jeldljiik
a D,C, félegyenesen legyen. P K JEIRR gy . mae
Az ABCD, trapézt AD és BC, két-két részre vagja. E részekre

T(ABCD,) = T(ABCD)+ T(ADD,) = T(ABC,D,)+ T(BCC,).

O G D C
" C . 4
m
A a B A a B
116. dbra 117. dbra

Az ADD; A és BCC, A egybevags, mert az AB eltolas 5 ssodi
e , ; az els6t a masodikba
viszi. Igy tehat T(ADD,) = T(BCC,), & lstis .
T ABC.D) — amr. — 1) (BCC,), és egyenletiink alapjan T(ABCD) =
Tétel. A hdromszop teriilete az alap ¢ 1 ' '
/ele'v% egyenls. 5 p €5 a hozza tartozé magassdg szorzatdnak
sszhangban van ez a tétel 18.1 tételével: barmelyik ol ' '
is alaé)_tl&k, a szamitott teriilet ugyanannyi. yik oldalt valasztjuk
izonyitds. Az ABC &-et BC felezpontjara tiitkrozve az eredeti
' etivel egy-
belTalgé AICB:’_\-et kapunk (117. abra). E két haromszog egyiitt egy olyan gZ-
{,a eog;ammat alkot, melynek AB alapja s ehhez tartoz6 magassiga egy-
a?ziatfi i l-(n:k is ailapjka' és tmtagasséga. Ennek az alapnak és magassiagnak
| : zerint a keszitett parallelogram ileté ; -
gunkT tfrlule;[(ébHEk g — ad?a. . gramma teriiletét, tehat haromszo
etellinkbdl kovetkezik, hogy egy rogzitett oldalon n ' iletii
. LN, | ; yugvo és adott teriileti
haromszogek harmadik csiicsanak mértani helye két olyan pgérhuzamos egyenes
amelynek az adott oldal egyenese a kozépparhuzamosa. ’

20.4 Barmely sokszbg teriiletét ki tudj i :
s 2 OR : juk szamitani, ha el6bb hi ' '
s e haromszdgek teriiletét Osszeadjuk. Ez minden soksztgnél lehetség;:.mszogem bontjulk,

20.4
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Tétel. Minden sokszog felbonthaté hdromszigekre.

Barmily nyilvanvalé is ennek helyessége, bizonyitassal kell meggy6zfdniink’ arrol,
hogy kivetel nincs.

Bizonyitds. a) Konvex sokszOgeknél elegend$ egy csticsot a tgbbivel osszekotni, s ezzel

a sokszOget maris haromszogekre bontottuk.
b) Konkav sokszdgnél (akar t8bbszorosen osszefiiggsd sokszdgnél is) valamennyi oldal-

egyenest meghtizva a sokszoget konvex sokszogekre daraboljuk (118. abra), hiszen egyetlen
sokszogdarabot sem metszhet annak valamelyik oldalegyenese. A kapott konvex darabokat

viszont a) szerint haromszogekre darabolhatjuk tovabb. —

B* Belattuk, hogy ha egy hozzarendelés 20.1 kovetelményeit Kielégiti, akkor egy sok-
szoghoz azt az €rtéket rendeli, amelyikhez a sokszog haromsztgekre valé felbontasa révén
jutunk, mégpedig fiiggetlendl attél, hogy a felbontast hogyan végezzilk. Nincs ezért ket kalon-
boz6, a feltételeinket Kielégitd hozzarendelés, hiszen ugyanannak a sokszdgnek ugyanolyan

feldarabolasa csak egy értéket ad.

¢

718. abra 119. dbra

Még nem tudjuk azonban, hogy van-e olyan hozzarendelés, amely kielégiti 20.1 kovetel-
ményeit. Ezt igazoljuk most. Minden sokszighoz egy-egy szamot fogunk hozzarendelni, s

kimutatjuk, hogy ezekre négy feltételiink teljesiil. A bizonyitashoz hosszabb gondolatsor

vezet el.
a) Hdromszogekhez hozzdrendeljik egy oldal s a hozza tartoz6 magassag szorzatanak a

felét. 18.1 szerint ez egyértelmfien meghatarozott szam.

b) Ha egy hdromsziget egyik csiicsdbol kiindulé szakasszal két hdromszigre osztunk, e két
hdromszighdz rendelt szdm 0sszege az eredeti hdromsz0ghdz rendelt szdmmal egyenld, ugyanis
a felosztott oldal darabjait valasztva alapnak e hozzarendelt szamok a 119. dbra jeldlésével

am 4, . : am
2 =, s ezeknek az Osszege valoban —-.

2 7 2 2
¢) Ha egy konvex négysziget egy dtloval két hdromszogre vdgunk, e két hdromszighoz rendelt
szdm 0sszege nem fiigg attol, hogy a négyszig melyik dtlojdt vdlasztottuk. Jelolje O az ABCD
konvex négyszog atldinak metszéspontjat (120. abra). Az
ABCA-hoz rendelt szdm b) szerint az ABOA-hoz és
a BCOA-hoz rendelt szam Osszege, és ugyanigy azACDA -
hoz rendelt szam a CDOA-hoz és a DAOA-hdz rendelt
szAm Osszege. Ha tehat -az AC 4tlébdl indulunk ki, akkor
az ‘0 pont és a négy oldal altal meghatarozott négy harom-
szoghoz rendelt szam gsszegéhez jutunk. Ha ezt a megalla-
pitast a BD atléra alkalmazzuk, akkor ugyanehhez az ered-
ményhez jutunk.
d) Ha egy konvex Ssokszoget valamelyik csucsdbol A
kiindulé dtlékkal hdromszigekre osztunk, akkor e hdrom-
sz0gekhez rendelt szdmok 0sszege nem fiige attol, hogy melyik 120. dbra

csdesot vdlasztottuk a felosztds alapjdul. Ezt az allitast az
oldalszdmra vonatkozo teljes indukciéval bizonyitjuk. Haromszogekre a tétel semmitmondd,

Négyszogekre mdr €) tartalmazza allitasunkat. Tekintsiink tehat egy n-szoget, legyen n > 4,
és tegyfk fel, hogy allitdsunk n-nél kevesebb oldalil sokszigekre helycs.

Elég azt bizonyitanunk, hogy ugyanazt az gsszeget kapjuk, ha két felosztasnal ket nem
szomszédos csticsot valasztunk a felosztas alapjaul. Szomszédos csticsokhoz ugyanis n > 4
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miatt talalhatd olyan csiics, amelyik ezeknek egyikével sem szomszédos, és e harmadik csacs
kozvetitésevel allitasunk helyessége a szomszédos csficsokra is adédik majd.

Legyen tehdt az A és B pont n-szogiinknek két nem szomszédos csticsa (121. 4bra).
Az AB atlo n-szogiinket két n-nél kevesebb oldaln sokszégre bont ja. Az A-bél és B-bdl indulé
atlok olyan hiromszogekre vagjik az n-szoget, amelyek egyben a mondott két részsokszdg
feldarabolasat is szolgaltatjak. A két haromszogsorozat mindegyike tehat két-két haromszog-
csoportra bomlik, s e csoportok paronként ugyanannak a részsokszognek a feldarabolasat adjak.
Indukcids feltevésiink szerint két ilyen csoport haromszogeihez hozzarendelt szamok Osszege
egyenlé. Egyenlfk akkor az A-hoz és B-hez tartozé teljes haromszogsorozatokhoz rendelt
szamok Osszegei is, mert két-két, paronként egyenl6 szim Osszegeként szamithaték ki.

e) Haromnal tobb oldalt konvex sokszdghdz hozzdrendeljiik az olyan haromszogekhez
rendelt szamoknak az dsszegét, amelyekre a sokszog valamelyik csticsabdl indulé atl6k a sok-
szoget feldaraboljak. d) szerint ez egyértelmfien meghatirozott szim.

)
121. abra

122, dbra

) Ha egy konvex soksziget egy csiicsdbdl indulé szakasszal két Sokszogre vagunk, a keletkezé

ket konvex részsokszighdz rendelt szdm Osszege az eredeti Sokszighdz rendelt szdmmal egyenid.
Ha a kettévagé AB szakasz 4tl6, akkor allitasunk koézvetleniil adédik a hozzarendelt szamok-
nak A-bdl induld atidk segitségével valé kiszamitasabol. Legyen tehat az A csucsbél indulé
AB szakasz B végpontja egy CD oldal belsé pontja (122. dbra). Bontsuk fel a két részsokszdg
kozill azokat, amelyek nem haromszdgek, A-bél indulé 4tiékkal haromszigekre. Valamennyi
A csucsit haromszoghoz rendelt szam Gsszege e) szerint a két részsokszighoz rendelt szam
osszegevel egyenld. Ugyanezt az dsszeget ugy is szamithatjuk, hogy az ABC, ABD hiromszé-
gekhez reéndelt szdmok helyett, b)-re hivatkozva, az ACDA-hoz rendelt szamot szerepeltet-
juk. Ha igy tesziink, akkor a szoban forgé osszeg e) szerint az eredeti sokszoghoz rendelt
szamot adja, ez tehat valéban a részsokszogekhez rendelt szamok &sszegével egyenlo.

g) Ha egy konvex soksziget egy szakasszal kél sokszogre vd-
gunk, a keletkezd két konvex részsokszoghdz rendelt szdm 0sszege az
eredeti sokszoghdz rendelt szdmmal egyenlf. Elég 4llitdsunkat

F arra az esetre bizonyitani, amikor a kettévigé AB szakasz
L vegpontjai egy CD és egy EF oldal bels8 pontjai (123. abra),
B hiszen a tobbi esetre vonatkoz6éan allitasunk helyességét mar

A f) kimondta. Az E és F csticsok mindegyike nem lehet a CD ol-
dalon. Valasszuk a jelolést gy, hogy ez E-re igaz legyen, hogy
D g tehat AE a sokszoget szintén kettévigija. Egyszerfiség kedvéért

a keletkez0 sokszdgek jelolésekor nem sorolunk fel minden csii-
csot. f) szerint a teljes sokszoghoz rendelt szam az ADE ¢és
ACF BE sokszogekhez rendelt szdmok sszege. Az utébbi ugyan-
csak f) szerint az ACFB sokszoghoz és az ABEA-héz rendelt
szamok oOsszegével egyenld. Az ABEA-hizsaz ADE sokszoghoz
rendelt szamok dsszege ismét csak f) szerint az ADEB sokszig-

123. dbra

hoz rendelt szaimot adja. Ezek szerint a teljes sokszOghdz rendelt szdm valéban az ADEB
€s ACF B sokszogekhez rendelt szamoknak az Osszege.

h) Ha egy konvex sokszdget konvex sokszogekre darabolunk fel, e darabokhoz rendelt szdmok

0sszege az eredeti soksz0ghdz rendelt szdmmal egyenld. Allitdsunkat a darabok szamara vonatkozd
indukcidval bizonyitjuk. Ha csak két darab

van, akkor allitdsunk g) szerint helyes, mert a

két darab csak egy szakasz mentén érintkezhetik, hiszen egy ilyen k6zos hatarszakasz egyenese
20.4
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intsii = konvex sokszdgnek k
‘ m4st6l a két konvex darabot. Tekintsiikk tehat egy *
konvex darabra vals el e iy ggggbfl;ankmelg(?gf;;? glzrflgma;lae]ﬂziflflg?;gs
boldsokra allitasunk igaz. Legyen valamelyl | redeti sokszog et § esetleg egyik-
az eredeti sokszdg hataran (124. dbra). Az AB egyenessel az credet! So , lapian
. ; : delt szamok vizsgalt Osszeget g) alap} gy
masik darabot is kettészeljiik. A darabokhoz ren > bt 2
> : t az ezekbdl keletkezd két darabreszt vessz
szamithatjuk, hogy a kettészelt darabok helyet , vl Tehmtil herd] kavesalib
: It mindkét félsikban e sokszfgek Koz n
figyelembe. Az AB egyenes 4altal hataro kod6 darabnak még része sincs az AB
van, mert az AB szakaszra egyik oldalrdl tamaszkp lhelyezkeddkhoz rendelt szdmok
’ ' 14n. Sokszdgeink kozill az egy félsikban elhelyezke )
ggs?rzeelé?ar:?gﬁ(uﬁlccilgs fr:eltevés szgerint a félsik és az eredeti sokszdg kozos részéhez rendelt szam

i i . deti
mal egyenl$. A vizsgalt Osszeg czek szerint az ere

sokszgg két részéhez rendelt szdm Usszegevel, azaz g)
szerint az eredeti sokszoghoz rendelt szimmal egyenl0.

124. dbra F20. Chm

—— : : ’ It
] sokszoget kétféleképpen vdgunk szet konvex dqﬂrabol..m, a 'dqrabokhoz rende
szdm’o;c)Jsfsizaegig;fndkétogsetbenfugyanannyz‘. Ha az eredeti soksz0g _Fonvgxi allltésun;:ﬁh)ﬁm;aﬁ
igaz. A hangsily most a konkav sokszigeken van, s itt még a tobbszorosen liﬁ-ss.zra ggurk% t
szﬁg'ekre is gondolunk. Allitdsunk bizonyitdsa végett tekintsik a soksz?(g 'Onfe)l{ha g
Azokat a sokszogeket, amelyek a konvex burokbol qlegmaradnak, ha a so s‘zti(gt-; ;‘: l kgije:é
o, I, ..., I konvex sokszogekre daraboljuk (125. abra). Akarhogyan bontjuk is fe 05[1 r
dz{;abzo’kra az eredeti sokszoget, a darabokhoz rendelt szémolﬁ 0sszege u_gyanaﬂnyl, m%r ek_
az Osszegeta II,, I, . . ., IT; sokszogekhez rendelt szamokkal novelve h) miatt a konvex buro
rendelt szidmot kell megkapnunk. ' | -
o j) Mindenfajta sokszoghoz hozzdrendeljiik a §ok§zﬁgb0} valamilyen felbontas r{ilvet% kelea
kez8 Konvex darabokhoz rendelt szamok Osszegét. i) szerint ez egyertelmfien n:eg E}t ;gfgb_
szam. Konvex sokszogekhez h) szerint ugyanazt a szamot rendeltilk most, mint ami
ban a) és e) azokhoz rendelit. | | -
i inden sokszoghodz egy-egy egyértelmfien meghatarozott szamot rendeltlink,
be kelﬂgltnét?nlglﬁl(?gey az igy hgozzére%?:’lelt 3;zémmk rendelkeznek a 20.1-ben szerepl0 négy tulaj-

donsé%gahldmden sokszoghoz pozitiv szamok oOsszegét, tehat pozitiv szamot rendeltink.

2. Egybevagé sokszigeket egybevago konvex sokszOgekre s ezeket egybevagd harom-

! ! X ink
- iuk. Egybevago sokszdgekhez tehdt egyenl6 szamokat rendeltiink.
szdgelgrel_il; reagt;roégfic;]z%get kgé}; soks%ﬁgre bontunk fel, s mindkettét konvex darabokra bontjuk
{ovabb, akkor j) szerint mindezekhez a darabokhoz rend_elli széntllok ossz;leglf :gg:;fgfta?j jl;ét ;{eife?;
< b 5 deti soksz{gh0z rende :
sokszoghoz rendelt szam Osszegét, mésrészt_ az erede oeahty rendelt szammal egyenld

sghoz rendelt szdm osszege eszerint a teljes sokszoghoz rendel T "
részsof ZXE é)gzységnégyzetet egy 4tldja két egységbefogdju egyenld szaru derékszdgli harom

0 ' ' hez e) szerint
szogre bontja. E haromszdgekhez a) szerint -2—-et, tehdt az egységnégyzethez e)

l-et rendeltiink. o )
i s t kielégitd modon
k tehit, hogy minden sokszdghoz tudunk 20.1 kbvetelményei
cgy—egE;reLézt;tl:wt ?'endelni,g); hogy e hozzirendelés mas mdédon nem lehetseges. Az igy hozza-

rendelt szamokat nevezziik teriiletnek.
20.5 Specialis sokszogek teriiletének szdmitasara vonatkozo szabalyokat
emlitiink.
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Tétel. A trapéz teriilete a kozépvonal s a magassdg szorzatdval egyenld.

A trapéz teriiletét megkapjuk tehat, ha a parhuzamos oldalak szamtani
kozepét (Osszegiik felét) a magassaggal megszorozzuk.

Bizonyitds. Egy atlo a trapézt két harom-
szOgre vagja (126. abra). Ezek a haromszogek a
trapéz alapjain nyugszanak, és ezekhez az ala-
pokhoz tartozo magassaguk a trapéz magassa-
gaval egyenlé. Ha tehat a kozos magassaggal
az alapok felét szorozzuk, akkor a két harom-
szog teriiletét kapjuk meg, és az alapok felének
0sszegét, vagyis Osszegiik felét szorozva a trapéz
teriletéhez jutunk., —

A bizonyitott tétel tartalmazza a parallelogramma teruletére vonatkozo
szabalyt. Hataresetként tartalmazza a haromszog teriiletképletét is. A ha-
romszog teriiletére is mondhatjuk, hogy a kozépvonal és a magassag szorza-
taval egyenlé.

Tétel. A deltoid teriilete dtloi szorzatdnak felével egyenld.

Ez a tétel természetesen a rombuszra, s igy a négyzetre is vonatkozik.

Bizonyitds. A deltoid egyik atloja a masikat merodlegesen felezi (127.
adbra). Ezért ez az atlo a deltoidot két olyan haromszogre bontja, amelyeknek
ehhez az atléhoz mint alaphoz tartoz6 magassdga a masik atlonak a fele.
Egy ilyen haromszdg teriilete tehat az atlok felének a szorzata, s a deltoid
teriilete ennek kétszerese. —

Tétel. Egy kor koré irt sokszog terlilete feleakkora, mint a sokszog keriileté-
nek és a kor sugardnak a szorzata.

127. dbra

Bizonyitds. A kor kozéppontjat a sokszog csticsaival osszekotve a sokszo-
get olyan haromszogekre bontjuk, amelyeknek alapja a sokszog egy-egy ol-
dala, s magassdguk a kor sugara (128. dbra). Ha fehat a sugar felével az egyes
oldalakat megszorozzuk, akkor az egyes haromszogek teruletét kapjuk meg.
Ha pedig a sugar felével az oldalak Gsszegét, a keriiletet szorozzuk meg, akkor
a teljes teriilethez jutunk. —

Vonatkozik e tétel a kor koriil irt szabalyos sokszogekre is, s igy az r

sugarti kor koré irt a oldali szablyos n-szog terillete k=na miatt _;-nar.
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Tétel. Hasonlo sokszogek teriiletének ardnya hasonlosdguk ardnydnak négy-
zetével egyenld.

Bizonyitds. Haromszogekre 17.6 masodik tétele szerint a tétel allitdsa he-
lyes, hiszen teriiletiik a hasonlosag altal egymashoz rendelt tavolsagok szor-
zatanak a fele. Ebbél kovetkezik, hogy az allitas barmely két hasonlé sok-
szogre teljesiil, hiszen ezek hasonlo haromszogekre bonthatok fel. —

20.6 Mielott a kor teriiletér6l szo volna, a teriilet fogalmanak altalano-
sitdsdval kell foglalkoznunk, hiszen eddig csak sokszogek teriilete szerepelt.
Itt most korlatos sikidomok {teriiletérol lesz szo.

Korlatos sikidomnak bizonyosan van kiilsd sokszoge a korlatossag miatt.
Barmely belsé sokszog teriilete a kiilsé sokszogek teriletének also korlatja,
hiszen minden kiils6 sokszog tartalmaz minden bels0 sokszoget.

A kiils6é sokszogek teriiletének van alsé hatara, hiszen alulrdl korlatos,
ti. pozitiv szamhalmazro! van sz6. Ez az érték egy KkiilsO sokszog teruleténél
sem nagyobb, és egy belsé sokszog teruleténél sem kisebb.

Belattuk, hogy minden korlatos sikidomhoz talalhaté olyan nem negativ
érték, amelynél sem kisebb teriiletii kiilsé sokszog, sem nagyobb teriuletii belso
sokszog nincs. Ha csak egy ilyen érték van, azt a sikidom feriiletének nevezziik.

Sokszogekre az 1) definicié is ugyanazt adja, mint amit eddig teruletnek

neveztiink.

Ha a kiilsd sokszogek teriiletének az als6 hatara O, akkor van teriilet, ¢és ez is 0, hiszen
minden mas nem negativ értékhez taldlhaté kisebb terfilet kiilsd sokszog. llyenkor természe-
tesen egyetlen bels§ sokszog sincs. A O terilletir sikidomok koz¢ tartozik az tres alakzat is.

Ha van bels6 sokszdg, akkor a kiilsé sokszogek terfiletének az alsé hatara pozitiv, mert
barmely bels§ sokszog terlllete als6 korlat. Ilyenkor a teriilet 1étezése azt jelenti, hogy a belsé
sokszOgek terfiletének a fels0 hatara a kills6 sokszdgek teriiletének az also hataraval egyenl6,
és kozos értékiik a terfiletet adja meg. Ez csak atszovegezése annak a kovetelésnek, amit
a terfilet definicioja kimond.

Az elmondottakbdl kivetkezik, hogy ha barmely pozitiv ¢ -hoz talalhato egy-egy e-nal
kisebb terfiletkfilonbség(i kiilsG és bels6 sokszog, akkor a szoban forgd sikidomnak van teriilete.
Ugyanigy beszélhettiink voina (1 + ¢)-nal kisebb teriiletaranya kiilsé es bels6é sokszogek-

rdl is.
Megallapithatjuk azt is, hogy van teriilet, ha van kiilsO és belsé sokszogekbdl allé sok-

szdgparoknak olyan sorozata, amelynél az egyes parokra szamitott teriiletarany 1-hez tart,
s hogy ilyenkor a sorozat kfils§ sokszogeinek a teriilete, valamint belsé sokszogeinek a terdlete
s a szoban forgé sikidom terfiletéhez tart. Itt 1-hez tarté teriilletarany helyett O-hoz tarto
tertiletkilonbségrél is beszélhettlink volna, és akkor azt is megengedhetjiik, hogy a belss

sokszdg szerepét az fires alakzat jatssza.
Nyomban beladthatd, hogy az el6z§ két bekezdés minden allitasa valtozatlanul helyes

akkor is, ha kiils6 és belsG sokszogek helyett terfilettel rendelkezd, tartalmazé ¢s tartalmazott
sikidomokro6l beszéliink.

Tétel. Ha egy sikidomot két olyan stkidomra bontunk fel, amelyeknek van teriilete, akkor van
teriilete az eredeti sikidomnak is, €s ez a két részidom teriiletének dsszegével egyenld.

Tételiink egyardnt vonatkozik sikidomok olyan felbontasara, amelynél a két részidom-
nak nincs koézos pontja, valamint sikbeli tartomanyok olyan felbontasara, amelynél a két
résztartomanynak nincs kozds belsé pontja (vo. 5.3). Tételiinket kettd helyett véges sok rész-
idomra is kimondhattuk volna, hiszen a kettl0re kimondott tétel ismételt alkalmazisanak
nincs akadalya.

Bizonyitds. Jelolie T, és T, a két részidom terfiletét. Legyen ¢ egy tetszileges pozitiv
szdm. A terfilet fogalmabol kivetkezik, hogy a részidomokhoz olyan B,, B, bels6 sokszdgek
(esetleg ilires alakzatok) tartoznak, amelyeknek teriilete rendre nagyobb, mint T, — ¢ és
T, — e, 8 hogy vannak olyan K,, K, kiils0 soksztigeik, amelyeknek teriilete rendre kisebb,

mint Tl+ 4 éS Tz—‘l"‘ €.
20.6




144 A sik elemi geometridja

a—

B, és B, egyesitése az eredeti sikidom (talan nem &sszefiiggl) bels0 sokszigét adja
(129a abra). Ennck terillcte B, és B, terfiletének dsszege, hiszen a B,, B, sokszbtgek nem borul-
hatnak egymadsra. A készitett bels6 sokszog terQllete eszerint nagyobb, mint T, 4+ Ty — 2e.

K, és K, egymist egészben vagy részben fedheti is. Egyesitéslik az eredeti soksz(g
kills6 sokszbge (129b 4bra), és terillete nem nagyobb, mint K, és K, terllletének 0sszege,

tehat kisebb, mint T, + T, + Ze.

129. dbra

Ezek szerint az eredeti idomnak van 4e-nal kisebb teréiletk{ilonbség(i belsd és kilsé
sokszige, van tehat terfilete is. Ez a terfllet nagyobb, mint 7, 4 T,— 2¢ és kisebb, mint
T,+ T, + 2¢, s ezért csak T, + T4 lehet. —

Tétel. Ha egy sikidomot két slkidomra bontunk fel, és az eredeti sikidomnak, valamint az
egyik részidomnak van teriilete, akkor van teriilete @ mdsik részidomnak is.

A masik részidom terlllete az el6z8 tétel szerint csak a ket terfllet kalGnbsége lehet.
Tétellink azt is kimondja teh4t, hogy ha egy sikidom egy masikat tartalmaz, es mindkettd-
nek van ter(lete, akkor a tartalmazott idom terfilete nem lehet a tartalmazé idom terfileténél
nagyobb. A felbontast illetfen ismét gondolunk mind a két, az el6z0 tétel kimondasa utin
reszletezett esetre.

Bizonyitds. Okoskodasunkban sokszogekrdl szolunk, de megengedjik, hogy koztik
res alakzatok is szerepelhessenek.

Jeltlje T az eredeti idom terfiletét és T, az els6 részidomet. Legyen e egy teiszlleges
pozitiv szam. A terillet fogalmabél kdvetkezik, hogy e két idomhoz tartozik olyan B és B,
bels§ sokszbg, amelyeknek terfllete rendre nagyobb, mint T — e és T, — ¢, 8 hogy vannak
olyan K, K, kiis§ sokszdgeik, amelyeknek terfllete rendre Kisebb, mint T 4- e ¢és T, 4 e

Ha K-b6l a B, sokszlget elhagyjuk, a masodik reészidom olyan kills6 sokszigéhez
jutunk (130a 4bra), melynek terlllete kisebb, mint T — 7, + 2e.

//f!”"r- - a a a

130. dbra

Ha B-b6l elhagyjuk a B és K, sokszdgek koz0s részét, akkor a masodik részidom belsd
soksztgéhez jutunk (130b Abra). Minthogy a B-b6l elhagyott sokszdg teriilete nem lehet K,
teriilleténél nagyobb, az elhagyassal kapott belsd sokszog teriilete nagyobb, mint T — T, — 2e.
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Ezek szerint a masodik részidomnak van 4e-nal kisebb teriiletk{ilonbség( kiils6 és belsd
sokszbge, s igy van teriilete is. —

Tétel. Korldtos konvex sikidomnak van teriilete.

Bizonyitds. a) Egy korlatos konvex sikidomot tekintilnk. A korlatossag miatt vanolyan
sav, amely ezt a sikidomot tartalmazza. Messiik el sikidomunkat a siv hataraira meréleges.,
egymastdl rendre h tavolsagra levd egyenesekkel. A keletkez6 véges sok parhuzamos hir,
kbziil egy leghosszabbat valasztunk ki. Ezt a
leghosszabb hirt a sav hataraiig meghosszab-
bitva egy d szakaszhoz jutunk (131. abra).

Két-két szomszédos hir konvex burka
trapéz, és ezeknek a trapézoknak az egye-
sitése egy a sikidomunkba irt B sokszog.

Tlkrozzilk most e trapézok mindegyi-
két a d-t61 tavolabb elhelyezkedl alapjuk
felezlpontjara. A ttikrdzott trapézok a d
kOzépvonalt, 2h magassign téglalappal
egyiitt egy K sokszbget alkotnak. Ezek sze-
rint K és B terfiletkiilonbsége 2dh.

Allitjuk, hogy K kiils6é sokszdg. Ebbdl
nyomban kdvetkezik majd, hogy konvex
sikidomunknak van terfilete, hiszen i dnké-
nyesen valaszthaté meg, s ezért 2dh kisebbé 131. dbra
tehetl barmely pozitiv értéknél. ,

b) Bebizonyitjuk, hogy K val6ban kiils6 sokszdg. Elég ehhez azt bizonyitanunk, hogy
a tikrdzott trapézokat tartalmazo, h szélességd savokban nincs a konvex sikidomnak a tiik-
r8zott trapézok altal le nem fedett pontja. A savokhoz csak d-t0l tavolabbi hatarvonalukat
szdmitjuk hozza. ‘

Legyen tehdt A, A,B,B, egy beirt trapéz, amely a BB, alap felez6pontjara titkrozve
1 B, B,C,C, trapézt adta (132. 4bra). Tekintsiik a By B, C,C, egyenesek altal hatarolt sav olyan

P pontjat, amelyet a B,B,C,C, trapéz
nem tartalmaz, ¢s nincs a B, B, egyene-
sen. Azt Kkell bizonyitanunk, hogy P
nem tarfozik konvex sikidomunkhoz.
Ha a P pontot a B,B,C,C, trapéztdl
pl. a B,C, szar egyenese valasztja el,
akkor P annak a szbigtartomanynak
belsd pontja, amelyet a B,C, félegyenes
és B, B, meghosszabbjtdsa hatarol.

A B,B, ¢és d szakasz konvex bur-
ka trapéz, amelyen A, A, az alapjaival
parhuzamosan halad 4t. Ezért A;A,
nem lehet e trapéz nem hosszabbik alap-
janal, a B,B, szakasznal r8videbb. Ha
tehat egy A,B,B,D parallelogrammat

132. dbra szerkesztfink, ennek D csficsa az A, A,

_ szakaszon van. Minthogy A,B,-vel B,C,

€8 B\ D is parhuzamos, D a B,C, egyenesen van, és Pa DB, B,< csticsszbgén beliil helyezke-

dik el. Ezért a PB, egyenes a DB, szakaszt egy Q pontban metszi. Minthogy Q a konvex sik-

idoril belsejeben, B, pedig a hataran van, a Q-t61 B, 4ltal elvalasztott P pont valéban kiils§
pont. —

Tétel. Ha valamely konvex sikidom konvex belsG sikidomainak egy sorozata a konvex sik-
idomhoz tart, akkor tertiletiik is tart annak teriiletéhez.

Emlckeztetlink arra, hogy a tételben emlitett konvergenciarél 19.3-ban mar sz6 volt.

Bizenyitds. A vizsgalt terflietsorozatnak a korlatossdg miatt van torlddasi értéke.
Ez az adott konvex sikidom terfileténél nagyobb nem lehet. Legyen B egy az adott konvex
sikidom belsejében elhelyezked$ sokszdg. Elég megmutatnunk, hogy a vizsgalt terilletsoro-
zatnak nincs B terilleténél kisebb torlddasi értéke, mert ebb8l mar kovetkezik, hogy a torlé-
dasi értek az adott sikidom terileténél sem lehet kisebb (14sd B2), hogy tehat az adott sikidom
terfllete az egyetlen torlodasi érték.

10 Bevezetés a geometridba — 4218 20.6
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A Konvergald idomsorozatban véges soknak a kivételével minden elem tartalmazza B
valamennyi csticsat, tehat ezek konvex burkat és a B sokszoget is. Ezért a teriiletsorozat elemei
veéges soknak a kivételével legaldbb akkordk, mint B teriilete, tehat ennél kisebb torlddasi
ertékiik valoban nem lehet. —

A Gorbe vonallal hatarolt sikidomok terfiletével elsének ARrcHIMEDES foglalkozott.

Azt a teriiletfogalmat, amelyet e szakaszban bevezettiink, a sikidomok PEANO— JORDAN-

féle mértékének* nevezik. A terfiletfogalom tovabbi messzemend 4ltalinositisa LEBESGUE*
nevéhez fiiz6dik.

B1 A teriiletfogalom e szakaszban adott altaldnositdsa utdn megallapithatjuk, hogy a
teriillet a 20.1-ben sokszigekre kimondott kdvetelményeket mar csak némi médositassal elé-
giti ki. Az els6 kévetelmény teljesiilése helyett most csak ennyit mondhatunk: ha egy sikidom-
nak van teriilete, akkor az pozitiv. A masodik kovetelmény is csak akkor teljesiil, ha az egybe-
vagé idomok egyikérdl tudjuk, hogy van terfilete. A harmadik kivetelmény teljesfilése helyett
csak e szakasz els6 két tételét mondhatjuk Ki.

Nem semmitmondo az a megszoritds, hogy egy sikidomnak van teriilete. Nincs teriilete
pl. annak a sikidomnak, amelyet egy egységnégyzetnek az egyik oldaltél racionalis tivolsigra
elhelyezked6 pontjai alkotnak. Ennel a sikidomndl a kiils sokszogek terfiletének alsé hatara
nyilvan 1, viszont bels6 sokszog nincs.

B2 Azt allitjuk, hogy ha egy sikidomnak pozitiv teriilete van, akkor ez a sikidom belsejében
elhelyezkedd sokszogek teriiletének a fels6 hatdra. Sokszogekre vonatkozblag ez nyilvanvaldan

helyes, és ebbll kévetkezik, hogy a szoban forgé fels6 hatar nem lehet a belsé sokszogek terii-

letének fels6 hatarandl, azaz a teriiletnél kisebb. Nem lehet azonban nagyobb sem, hiszen
a sikidom belsejében elhelyezked$ sokszdgek is bels6 sokszogek.

Eredmenyiinkbdl kovetkezik, hogy ha egy sikidomnak van teriilete, akkor ugyanakkora a
teriilete a sikidom belsejének is. Nem Kkellett itt megkoivetelniink, hogy a sikidom teriilete
pozitiv legyen, mert az iires alakzat teriilete 0. Szakaszunk masodik tétele alapjidn kimondhat-
juk tehat azt is, hogy ha egy sikidomnak van teriilete, akkor van teriilete annak az alakzatnak is,
amelyet a sikidom belsejének elhagydsdval kapunk, s hogy ez a teriilet O.

Ha egy sikidom teriilete O, akkor az altala tartalmazott sikidomok mindegyike O terii-
letd, hiszen Kkiils6 sokszogeik teriiletének alsé hatara csak O lehet. Az imént mondottak alap-
jan kimondhatjuk tehat, hogy ha egy sikidomnak van teriilete, és belfle a belsejéhez nem tartozo
pontokat elhagyunk, akkor ugyanakkora teriiletii alakzathoz jutunk.

Okoskodasunk tobbek kozott bizonyitja, hogy a sokszogvonal, a szakasz, a kérvonal és a
koriv teriilete O, hogy tovabba a nyilt sokszdg ¢s a nyilt korlemez terfilete a zartakéval egyenl§.
Ravilagit okoskodasunk arra is, hogy szakaszunk els§ két tételében miért érthettiik a fel-
bontast kétfeleképpen. E két tétel kimondasakor szélhattunk volna két olyan sikidom egyesi-
tesérél, amelyeknek nincs kozos belsé pontja. A tételekre adott bizonyitds akkor is kgvetheto,
ha azokat ilyen altalanosabb alakban mondjuk ki.

B3 Szakaszunk utolsé tetelével kapcsolatban megemlitjiik, hogy azt valamivel 4ltala-
nosabban konvex sikidomok helyett tetszélleges (teriilettel rendelkez§) sikidomokra is kimond-
hatnok és ugyaniigy bizonyithatnok. Megelégedtiink azonban a konvex esettel, mert csak erre
lesz sziikségiink (lasd 27.9).

Megmutatjuk viszont, hogy minden konvex sikidomhoz taldlhato beirt poligonoknak a
- konvex sikidomhoz tarté sorozata, igy tehat azt is, hogy szakaszunk utolsé tétele médot nyiijt
minden konvex sikidom teriiletének konvex sokszdgek teriiletének hatarértékeként valé meg-
hatarozasara. Ha ugyanis a harmadik tételiink bizonyitasdban felhaszndlt beirt sokszog szer-
kesztését valtozatlan allast parhuzamosokkal és olyan h,, h,, ... értékekkel ismételjiik meg,
amelyeknek sorozata O-hoz tart, akkor kivant tulajdonsign sokszdgsorozathoz jutunk.
Ennek igazolasira elég meggondolnunk, hogy ha a P pont a konvex sikidom belsejében van,
¢s a P ponton at a parhuzamosokra mer6leges AB hir halad, akkor a P pontot mindazok az
altalunk szerkesztett sokszogek tartalmazzak, amelyeknél i szerepét a P A és PB tavolsigok-
nal kisebb érték jatssza.

* G. Peano, 1858—1932, a torindi egyetem tanara. C. Jordan (ejtsd: zsordan), 1838—1922, a
parizsi miegyetem tanara. H. [ ebesgue (ejtsd: 16beg), 1875—1942, a parizsi egyetem tanara.

20.6

Teriilet 147

B4 Allitjuk, hogy ha két sikidomnak van teriilete, akkor van teriilete a kdzJs résziiknek is.
A bizonyitas sordn sokszdgekkel dolgozunk, de szamolunk azzal, hogy ezek iires alakzatok is
lehetnek. Legyen a két sikidom egy-egy e-ndl kisebb teriiletkilldnbscget adé kils6 €s belsd
sokszoge K, és B,, valamint K, és B,. Nyilvanval6, hogy a K, K, sokszbgek K kozds resze a
két sikidom kozos részének kilsG sokszoge, s hogy ugyanigy a B,, B, sokszdgek B kozos reésze
a sikidomok kozos részének a Dbels6 sokszoge |
(133. 4bra). Jeldlje D,,D, és D azokat a sokszoge-
ket, amelyekhez ugy jutunk, hogy a K,, K,, K
kiils§ sokszogekbbl rendre a B), B,, B bels6 sok-
szigeket elhagyjuk. K, és K, mindegyike {ar-
talmazza tehat D minden pontjat, viszont D
birmely bels6 pontjara all, hogy vagy B,, vagy
B, nem tartalmazza azt. Igaz ezért, hogy D
belsé pontjai hozzatartoznak vagy D,-hez, vagy
D,-hoz, hogy tehdt D, és D, egyesitése tartal-
mazza a D sokszoget. Ebb6l kovetkezik, hogy
D terfilete, azaz K ¢és B teriilletkilonbsége
D, és D, teriiletének Osszegenél, 2e-nal kisebb.
Ez pedig angjelenti, Fogﬁj,lr t31k1doma1nkl k6z06s 133. dbra
inek valdban van terilete. o )
részenﬁ most bizonyitott tényb6l kivetkezik, hogy ha két sikidomnak van teriilete, akkor
van teriilete az egyesitésiiknek is. Ehhez elég szakaszunk elsO ket tételére, valamint arra hivat-
koznunk, hogy ha a két sikidon‘é kﬁzl?sdrés'zét az e'%gilrcl?bl glt;ag;lr{]uk, és a marado részt a masik-
zaillesztiiik, akkor a két sikidom egyesitesehez juiunk. _ ‘
o hgfeééllapit]hatjuk ezek utdn, hogy ha ¥erﬁlettel. rendelkez0 sikidomokbol indulunk Ki,
akkor mindazok a mfiveletek, amelyekrél 5.3-ban széitunk, olyan sikidomokat adnak, amelyek-
nek megint csak van terfiletiik. Minthogy konyviink egeszében csak olyan korlatos sikidomo-
kat targyalunk, amelyekhez korlatos konvex sikidomokbdl kiindulva 5.3 miveleteinek
segitségével eljuthatunk, eredményiink azt jelenti, hogy ebben a konyvben csak teriilettel

- rendelkezé korlatos sikidomokrél van szo.

B5 Nem foglalkozunk azzal a kérdéssel, hogy altalaban milyen sikiq_omgknak van terii-
lete. Ez a vizsgalat a mértékelmélethez vezet, amely az analizis keretel kozé illeszkedik, ¢s a
hatirozott integralok targyaldsat, valamint a teriiletfogalom Altalanositasait is feldleli.

B6 Aki a terillet targyaldsat az ivhosszéval egybeveti, felvetheti a kérdest, miert nem
jértunkGeI ezen a két helygest{l hasonlé moddon, hiszen az ivhosszt felso 'hatérként definialtuk,
¢s ezért az ivhossz létezése problémat nem okozott, viszont a teriiletnél fels6 hatarrol €s egy
masik alsé hatarrdl is széltunk, és csak ezek egyezese eseten mondtuk, hogy van terilet.
Ravilagitunk itt arra, hogy ez az ellentét nem a targyalas onkényébdl, hanem a targy terme-

fakad. o o
Szetébf?llindenféle mérték bevezetésénél igen lényeges a mértek additivitasanak vizsgalata.
A terillet additivitisat szakaszunk els6 két tétele tisztazza. E fontos tételek bizonyitasa
arra épiilt, hogy a terfilet a belsé sokszogek terilletének felsé hatara és egyben a kills6 sokszogek
teriiletének alsé hatara is. Ha e két tulajdonsagnak csak az egyike lett volna felhasznalhato,
akkor a bizonyitads nem sikerﬁ(l‘ihetett volna. Ez azt mutatja, hogy a terillet definicidojanak

' kettGssége szilkségszerd. ) .
emmel?ér(f;: maxg-ad, nem gérhetjﬁk-e el az Osszhangot azaltal, hogy a kerilet és az ivhossz
definicidjaban is egy kettOsséget vezetilnk be. Ezt meg lehet éppen tenni, de ez a targyalast
feleslegesen elbonyolitja, s6t jelentfs nehézségekhez is vezet. Ha csak konvex sikidomok keri-
letére szoritkozunk, akkor azt az egyszer( definiciot adhatndk, hogy a kerillet a belsd konvex
sokszogek kerilletének felsé hatara €s egyben a ’kﬁlsfi konvex sokszbdgek rkerﬂl'etenek z}l‘sl,_o
hatara is. Ennek a definiciénak az elfogadasa megkivanna azonban, hogy a két hatar egyezéset
minden konvex sikidomra bebizonyitsuk. Ez a felesleges munka lényegesen tobb nehézscggel
jarna, mint szakaszunk harmadik tételének a bizonyitasa. A nehézscget tetez, hogy érintdrdl,
illet6leg tamaszegyenesr6l szélhatunk ugyan, de nem tudjuk bizonyitani, hogy a hatar min-
den pontjahoz tartozik ilyen egyenes, ha egyszer tartjuk mz}gunkat 15.2 B1 elvi allaspontja-
hoz, hogy mi ebben a kényvben alakzatokat hatdrhelyzetkent nem vezetlink be.

' Nem érdemes sz0t vesztegetni arra, hogy konvex ivek ivhosszanak targyalasanal az
emlitett nehézségek csak fokozédnak, s6t ott meéga kettsséget tartalmazoé definicié megvalasz-
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tasa is gondot okoz. Minden leegyszeriisddnék természetesen, ha a.targyalast a kérre és iveire
korlatoznok, de ez tidlzoftan nagy ar volna a mesterkélt dsszhang megteremtéséért.

Mindez arrél gy6z meg benniinket, hogy szabatos targyalasban sziikségszerti az az eltérés,
amelyrdl szo6ltunk. Aki viszont, pl. pedagdgiai okokbdl, a teriilet 1étezésének kérdését nem
firtatja, az a terilletet, valamint a kerfiletet és az ivhosszt, egymassal dsszhangban, beirt
poligonok segitségével vezetheti be.

20.7 Tétel. Hasonlé idomok teriiletének ardnya a hasonldsdg ardnydnak négy-
zetével egyenld.

Sokszogekre nézve a tételt mar 20.5-ben kimondtuk. A tétel tigy értendd,
hogy ha egy sikidomnak van teriilete, akkor van az ahhoz hasonlonak is, és
teriiletiikk aranya a hasonlésag aranyanak négyzete.

Bizonyitds. Az egyik idom belsé és kiils6 sokszdgeihez a hasonlésag a ma-
sik idom belso €s kiils6 sokszogeit rendeli. Minthogy ezek teriiletének aranya a
hasonlosag aranyanak négyzete, ugyanez a belsd és kiils6 sokszogek teriileteit
elvalaszto értékekre, azaz sikidomaink teriiletére is igaz. —

Tétel. Az r sugaru kor teriilete mr.

Bizonyitas. a) A korbe irt és a kor koriil irt szabalyos n-szog teriiletének
aranya hasonlosaguk miatt Keriileteik aranyanak négyzetével egyenld.
Minthogy a keriiletek aranya n novekedtével 1-hez tart, ugyanez teriileteik
aranyara is all. Ebbdl kovetkezik, hogy a kornek van teriilete, s hogy a no-
vekvo oldalszamia beirt és koriilirt szabalyos sokszogek teriilete a kor terii-
letéhez tart.

b) A koriilirt szabalyos sokszog teriilete a keriiletének és a korsugar fe-
lének szorzata. Minthogy n novekedtével ez a Keriilet a kor Kkeriiletéhez tart,
a korilirt szabalyos sokszog teriiletének hatarértéke, azaz a kor teriilete a
kor keriiletének és a sugar felének szorzata. —

Kiemeljiik, hogy az egységsugara kor teriilete .

B 19.5 B2-ben mar bebizonyitottuk, hogy ha a koérbe irt, a kézéppontot tartalmazo
sokszigek egy sorozatanal a leghosszabb oldalak 0-hoz tartanak, akkor ez asokszogsorozat
a korhoz tart. 20.6 utolsé tétele alapjan kimondhatjuk tehat, hogy egy ilyen sorozat sok-
szogeinek teriilete a kor terliletchez konvergal.

Ugyanehhez az eredményhez mds fiton is eljuthatunk. Mindjart azt is bizonyitjuk,
hogy a kor koré irt sokszigek teriilete is tart a kor teriiletéhez, ha leghosszabb oldaluk hossza
O-hoz tart. Tekintsiink evégbdl egy a koérbe irt, a k6zéppontot tartalmazé és egy a kor koré
irt sokszoget. A beirt sokszog tartalmazza azt a kozéppont koriil irt kirt, amelyik a beirt
sokszog leghosszabb oldalat érinti. A kortlirt sokszdéget tartaimazza az a kozéppont koriil
irt kor, amelyik koriink érintdib6l a korfilirt sokszdég leghosszabb oldaldanak kétszeresét
metszi ki. A haromszog-egyenlétlenségb6l kovetkezik, hogy a most szerkesztett korok sugara
az eredeti kor sugaratdl kevesebbel tér el, mint a sokszégek leghosszabb oldala. Ha tehat a
leghosszabb oldalak 0-hoz tartanak, akkor a sokszogeinket kézrefogd kordk sugara az eredeti
korsugarhoz konvergal, ezért a két kor teriilete és az altaluk kozrefogott sokszogteriilet is
tart koriink teriiletéhez. Okoskodasunk 11jbél bizonyitotta azt is, hogy a kornek van teriilete,
ami egyébként 20.6 harmadik tétele szerint is igaz.

20.8 Tétel. Egy kor kircikkeinek teriilete szogiikkel ardnyos.

Bizonyitds. Elérebocsatjuk, hogy a korcikknek van teriilete, hiszen kozép-
ponti szogének felezdje két konvex sikidomra bontja fel, hogy tovabba egyenlé
szogekhez az egybevagdésag miatt egyenld teriiletdi korcikkek tartoznak és
hogy ha egy korcikket korcikkekre vagunk fel, akkor ezek teriilete az eredeti
korcikk teriiletét adja oOsszegiil. Egy kor AB és CD iveihez tartozé AOB és
COD korcikkek T(AOB) és T(COD) teriiletét vizsgaljuk (113. 4bra).
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Az AOB <J-et n egyenld részre osztjuk. A kapott szoget felmérjiikk a
COD <Y-re, ahdnyszor csak lehetséges. Ha k-szor mérhettiik fel, akkor
AOB<y AOB <

k - =COD < (k+1)
n n

Elérebocsatott megjegyzéseink értelmében hasonlét mondhatunk a Kkor-
cikkek teriiletérdl is:
T(AOB)

TA0B) _ rcopy < (k + 1) ——.
n

Minthogy n akarmelyik természetes szam lehet, egyenlitienségeinkb6l a mar
tobbszor alkalmazott gondolatmenettel (vo. 17.2, 19.8, 20.2)

CoOD  T(COD)
AOB<  T(AOB)

kovetkezik, —
Tétel. A kircikk teriilete feleakkora, mint a sugdr és a hatdrolo koriv hosszd-

nak szorzata.
Ha tehat a korcikk szoge (ivmértékkel mérve) o, akkor 19.8 -alapjan a .

1

kircikk teriilete — r2a. Tételiink a félkor teriiletképletét, kozvetve tehat a

2

kér teriiletképletét is magaban foglalja. | __
Bizonyitds. Az o szogii, T teriiletdi korcikket osszehasonlitjuk a 2a sz0g-

hoz korcikként tartozd teljes korlemezzel. Az eloz6 tétel alapjan

T:nr2=o:2x,

s ebbol T = —;-r’*’a adodik., —

A korszelet teriilete mint egy korcikk s egy haromszog teriiletének kii-
lonbsége, illetve Gsszege szamithato.

- A A korcikket gy képzelhetjiik, mint egy ,gorbealapi haromszoget”, amelynek

Lalapja” a koriv, ,,magassiaga” a sugar. fgy terfiletének képlete konnyen megjegyezhetd.

21. § A hiromszog-geometria elemei

A héromszﬁggel kapcsolatban tobb érdekes tulajdonsagu pontot és kort
vezethetiink be. Ilyen nevezetes pontokkal és korokkel foglalkozunk.

21.1 Tétel. a) Bdrmely hdromszog kiré egy €s csak egy olyan kor irhato, mely

mindhdrom cstcson dthalad. S
b) Az oldalak felezbmerdlegesei egymdst a hdromszog koré irt kor kozéppont-

jdban metszik.
Mar megallapitottuk (vo. 15.6), hogy a kort harom pontja egyértelmiien
meghatérf)lza. Tételiink szerint barmely harom nem egy egyenesen levo pont
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egyértelmiien meghataroz egy kort. Mondhatjuk tehat, hogy hdrom pont
mindig meghataroz vagy egy egyenest, vagy egy kort.

Bizonyitds. Az AB és BC oldal felez6merGlegese egy O pontban metszi
egymast (134. abra), hiszen ha parhuzamosak volndnak, akkor a rdjuk meré-
leges AB és BC egyez0 éllasu lenne. Minthogy O rajta van AB felezomerdlege-
sén, 0A=0B; minthogy O rajta van BC felez6merdlegesén is, OB=0C. Ezek
szerint OA=0C, ¢és igy O rajta van AC felez6meréGlegesén is. Mivel
OA=0B=0C, az O koriil ekkora sugarral irt kér mindharom csticson athalad.

134. dbra

Mar bebizonyitottuk, hogy az oldalak felezGmerGlegesei egy pontban
metszik egymast, s hogy metszéspontjuk koriil a hiromszog koré kor irhato.
Csak azt kell még belatnunk, hogy mads ilyen kor nincs. Ez viszont abbdl ké-
vetkezik, hogy a kort harom pontja egyértelmiien
meghatarozza. —

Tétel. Az a, b, ¢ oldalt, T teriiletdi hdromszdg

e abc
Koré irt kor sugara r = ——

4T
Bizonyitds. Legyen az ABC A-nek B-nél hegyes-
szoge (135. abra). Ezért a C-b6l indulé magassag E
talppontja a BA félegyenes belsdé pontja, és a he-
gyes CBE <J a félkornél Kisebb AC iven nyugvé
keriileti szog.

, A CD atmér0 meghtizasa utdn keletkez6 BCE,
135. dbra DC A haromszégek hasonlok, ugyanis egyrészt de-
rékszogliek, minthogy CE magassag, és C AD <] atmé-
ron nyugvo keriileti szog, maésrészt pedig CBE <[ = CDA <, mert ugyan-

azon az AC iven nyugvé keriileti szogek.

A hasonlosagbol kovetkezbleg a:m = 2r:b, és igy r = ab .Ha itt az

2m
2T .. .y e . |
m = osszefiiggést figyelembe vessziik, akkor a tétel allitasdhoz jutunk, —

¢

B Az utolsd bizonyitast megnyajtotta az a kikotés, hogy B-nél hegyesszig van. Ha
viszont niem alkalmaztunk volna ilyen megszoritast, akkor kiilon kellene foglalkoznunk azok-
kal az esetekkel, amikor E a B csticcsal azonos, és amikor E az AB szakasz B-ponton tali
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meghosszabbitdsdn van. Ezekben az esetekben a bizonyitas csekely médositasdra volna sziik-
ség. Altaldban el6nyben szokds részesiteni az olyan targyalast, mely nem dolgozik esetek

szétvalasztasdval (diszkusszio).

21.2 Tétel. Egy hdromszig hdrom magassdgdnak egyenese egy ponton halad dt.
E pontot a hiromszog magassdgpontjdnak (ortocentrum) nevezziik. A te-
telben a magassigszakaszokat tartalmazé egyenesekrdl kellett szolni, mert
maguk a magassagszakaszok nem mindig haladnak 4t egy ponton (136. abra).

136. dbra

Bizonyitds. Az ABC A\ csticsain at a szemkozti oldalakkal parhuzamosokat
hiizva az A,B,C,A-et kapjuk (137. dbra). A parhuzamossag miatt ABA,C és
ABCB, parallelogramma, és igy A,C = BA=CB,, azaz C az A,B, szakasz
felezopontja. Ezért az ABC A -nek C-bdl
vont magassiga az A,B,C;A egyik olda-
lanak felezomerdlegese. Ugyanez all akkor
az ABC /A mindhidrom magassagéra. [gy
tehat a magassagokat tartalmazo egyene-
sek az el6z6 szakasz értelmében valdoban
egy ponton haladnak at. —

Megallapithatjuk, hogy derékszogii
haromszog magassagpontja a derékszog
csticsa, hegyesszogiié a haromszogon be-
lill, tompaszogilié pedig a haromszogon
kivill van. Ehhez elég arra hivatkoz- 137, dbra
nunk, hogy egy magassag talppontja az
oldalnak akkor és csak akkor bels6é pontja, ha ezen az oldalon hegyesszogek

nyugszanak.

B Ha egy hiromszdg nem derékszog(i, akkor csficsai a magassagponttal egyiitt orfo-
centrikus pontnégyest alkotnak. Ez azt jelenti, hogy kozalik barmely harom olyan haromszé6get
hataroz meg, amelynek a negyedik pont a magassdgpontja. Kijelentésiink csak atfogalmazasa

e szakasz tételének.

21.3 A haromszog egy csticsat a szemkozti oldal felezopontjaval osszekoto
szakaszt a haromszdg silyvonaldnak nevezziik.

Tétel. a) A hdromszig stilyvonalai egy ponton haladnak dt.

b) E pont mindegyik silyvonalnak (a cstcstdl tdvolabb és az oldalhoz koze-
lebb esd) harmadoldpontja.

Ezt a pontot a haromszog sulypontjdnak (baricentrum) nevezzik. A sily-
pont nyilvin mindig a haromszog belsejében van.

21.3




i k= ) e . LR RN T TR TRt iy bl = -t T - 1 -, 2 T T TS
R b 3 R . .-

152 A sik elemi geometridja

Elsé bizonyitds. Elég azt bizonyitani, hogy az AA, és BB, stlyvonalak S
metszéspontja mindkét silyvonalnak (az oldalhoz kozelebb levé) harmadolé-
pontja (138. abra).

Legyen D és E az AS és BS szakasz felez6pontja. Minthogy B,A, az
ABCA, DE pedig az ABS A kozépvonala, azért mindkét t4volsag parhuzamos
AB-vel és feleakkora. Ezért DE A; B; parallelogramma, és 4t16i felezik egymast.

Kiovetkezileg AS — SD — -_;SA és B,S = SE — -%. SB. —
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138. dbra

Madsodik bizonyitds. Ismét azt bizonyitjuk, hogy az AA, és BB, siilyvona-
lak S metszéspontja e stlyvonalakat harmadolja (138. 4bra). Az ABSA és
A,B;S A hasonld, mert szogeik paronként csticsszogek, illetve valtészogek.

A hasonlosag aranyszama -;—-, mert A,B, = L] AB. gy tehat AS = -I—-AS

2 2
és B,S— -;-Bs. _

Harmadik bizonyitds. Az ABCA kozépvonalai olyan A,B,C,/A-et adnak (139. 4bra),
melynek oldalai az eredeti¢ivel pairhuzamosak és feleakkorak. Ezért a hiromszog az eredetihiez

1
parhuzamosan hasonl6, és e hasonldésdg aranyszadma > Van tehat S hasonlésiagi centrum
1 |
8 erre A,S = -2—AS, B,S = E—BS, C,S = -;—CS. —_

A Megemlitjiik, hogy ha egy hiromszég alakii homogén lemezt silyvenaldban vag,

sﬁlgpontjéban alatamasztunk, akkor a lemez egyenstlyban van. Az elnevezések innen ered-
nek.

Bl Tételiink harom bizonyitasa egyre tobb elSismeretet feltételezett. Az els§ a hasonlo-
sagot sem hasznalta, a harmadik a parhuzamos hasonlésagra épitett.

- B2 A hdromszog koréirt kor kozéppontjdnak, a magassigpontnak s a sulypontnak
viszonylagos elhelyezkedésérSl kés6bb még sz6 lesz (l4sd 35.3).

21.4 Tétel. a) Bdrmely hdromszogbe egy és csak egy olyan kér {rhaté, amely
mind a hdrom oldalt érinti.

b i A hdromszog szogfelezdi egymdst a hdromszigbe irt kir kozéppontjdban
metszik.
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Bizonyitds. A haromszég A-bdl és B-bdl indulo szogfelezoje egymast egy
O pontban metszi (140. dbra), mivel az AB oldallal bezart szogeik hegyesszogek.
Minthogy a szdgfelez6 pontjai a szaraktol egyenld tavolsagra vannak, az 0-bol
a haromszogoldalakra bocsatott merdlegesekre vonatkozolag egyrészt 0A, =
= 0C,, masrészt OC, = OB, is teljesiil. gy tehat 0A, = 0B,. .

Ebbél kovetkezik, hogy az O ponton az ACB<] felezdje is athalad, hiszen
0 a haromszog belsejében van. Mivel 0A, = OB, = 0C,, az O koriil ekkora
sugarral irt kor mind a harom oldalt érinti. _ ‘_

Mar belattuk, hogy a szogfelez6k egy pontban metszik egymast, s hogy
metszéspontjuk koriil a haromszégbe kor irhaté. Csak azt Kell meg igazol-
nunk, hogy ez az egyetlen ilyen kor. Ez abbdl kovetkezik, hogy a haromszogbe
irt kor kozéppontja szitkségképpen rajta van a szogfelez6kon, hiszen a harom-
szog belsejében és az oldalaktdl egyenlé tavolsdgra van. A beirt kpr kozép-
pontja tehat csak a szogfelez6k metszéspontja, és sugara csak e metszéspontnak
az oldalaktél valo tavolsaga lehet (vo. 15.5 Bl). —

140. dbra 141. dbra

Tétel. A T fteriiletdi és 2s keriiletii hdromszogbe irt kor sugara
T

#—

A

Bizonyitds. Az a, b, ¢ oldali haromszoget a beirt kor kozéppontjat a csti-
csokkal osszekotd szakaszok harom haromszogre bontjak (141. abra). Ezeknek
alapja az eredeti haromsziognek egy-egy oldala, és mindegyikben g az ehhez
tartoz6 magassag. Igy tehat a teriiletekre

1 1 1
= — -— —_— o0 =8S0. -—
5%+ bo + 5 ¢¢ =S¢

Tétel. Az a, b, ¢ oldali hdromszogbe irt kir érintési pontjai az oldalakat
s—a, s—b, s—c hosszusdgu darabokra bontjdk, ahol s a hdromszog keriiletének
felét jeloli.

Az a oldal darabjainak hossza pl. s—b és s—c. Ezeknek Osszege valoban
(s—b) + (s—¢) = 25—b—c = a.

Bizonyitds. Minthogy a korhoz egy pontbdl vont két érinto egyenlo, a
vizsgalt hat tavolsag koziil az egy csticsba futok paronként egyenlék. Ha ezeket
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rendre p, ¢, r jeléli (142. 4bra), akkor a teljes keriilet 2s = 2p 4 2¢ 4 2r.
Innen pedig pl. p=s—(g+ 1) = s—a. —
B 21.1 és e szakasz els6 tetele kimondja, hogy minden

haromszog ,,hfirhdromszdg” és egyben ,,érint6hiromszdg” is.
Ezeket a megnevezéseket éppen ezért nem haszniljuk.

21.5 Az olyan kort, amely a haromszog egyik
a oldalat és masik két oldalanak meghosszabbitdsat
erinti, a hdromsz0ghoz irt kornek (hozzairt kor, Kiviil-
rél érint6 kor) nevezziik. A beirt és hozzairt koroket
9 kozos néven a haromszoget érintd kirdknek mondjuk.

Tétel. A hdromszdg minden egyes oldaldho:z
P . q egy-egy hozzdlrt kir tartozik, amely ezt az oldalt

4% dre érinti, s kozéppontja egy belsd és két kiilsé szog fe-
lezdjének kiozos pontja.

Bizonyitds. A haromszog BC oldaldra tdmaszkodoé két Kiilsé szog felezdje
egy O pontban metszi egymast, mert e szogfelez6k a BC oldallal hegyessziget
zarnak be (143. abra). Ugyanebbdl az okbdl kifolyélag az O-bél BC-re bocsatott
merdleges A, talppontja a BC oldal belsé pontja. Minthogy O a szigfelezékon
van, az 0-bél az oldalegyenesekre bocsdtott merdlegesekre OA;, = OB, = 0OC;.
Ebbél kovetkezik, hogy O rajta van a
BAC<) felez6jén is, mert O e szogtarto-
many belsejében van, és hogy az O ko-
rizl OA, sugarral irt kor mind a harom
oldalegyenest érinti. A B, és C, érin-
tési pont az oldalak meghosszabbitdsan
van, mert ezek A,-nek a kiils6 szogfele-
z0kre vonatkozo tiikorképei. A kapott
kor tehat valéban a BC oldalt érinté ,e
hozzairt kor. Mas ilyen kor nincs, hiszen
kozéppontjanak sziikségképpen a szere-
peltetett szogfelez6kon kell lennie, —

Teétel. A T feriiletii, 2s keriiletii hdromszog a oldaldt érinté hozzdirt kérének
sugara T

s—a

Hasonlo képlet érvényes természetesen a p, és p, sugarakra is.
~ Bizonyitds. Az ABOC négyszoget (143. dbra) a BC oldal s az AQ szakasz
ts két-két haromszogre vagja. Ezek teriilefeire tehat

1 ] 1
T+ — ap, = — bp, + — co,,
29 29+29

Ca =

atrithil
T =

1
- 0+ c—algg=(s—ajg,. —

~ Tetel. A 2s keriiletd hdromszoghdz irt kir két oldal meghosszabbitdsdt kizis
vegpontjuktol s tdvolsdgra érinti.
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R~ =

A 144. abran tehit AB, = AC;=s. Ebbé6l azonnal adddik, hogy
CB, = CA, = s—b és BC, = BA, = s—.

Bizonyitds. Mivel a korhoz egy
pontbél vont érinték egyenlok, _
AB, = AC,. E két tavolsag osszege %A,
a haromszog keriiletével egyenlo,
mert ugyancsak az elobb emlitett O
okbdl CB, = CA, és BC, = BA,;.
foy tehat a széban forgoé tavolsagok
mindegyike a Keriiletnek a fele. —

<)

[ — gl --————‘———_ﬁ.‘

744. dbra 145. dbra

Bl Ha egy hiromszdg beirt korét, mindharom hozzairt korét és ezek érintési pont-

jait tekintjitk (145. 4bra), a kovetkezOket allapithatjuk meg:
A hozzairt korok kozéppontjai altal alkotott 0,0,0,A-nek a magassagpontja a beirt

&or O kozéppontja, mert a belsd és kiils6 szogfelez6k merflegesek egymasra.

Egy oldalegyenesen a négy érintési pont koziil kett6-kettd az oldal felezGpontjara nézve

szimmetrikusan helyezkedik el, ugyanis 21.4 és 21.5 szerint pl. az AB egyenesen egyrészt

ACy, = BC, = s—a & BC, = AC; = s—b, masreszt AC, = BC, = s ¢8 AC, = BC, = s—c.
Az is nyomban adédik igy, hogy C,C,=C,C, = a, C,C;=C,Cy=0b, C,Cy =a + b, C,C; =
=|a — b|.
B2 A hiaromszog mindhirom oldalegyenesét csak a beirt kor és a harom hozzairt kor
érinti. Ez abbdl kdvetkezik, hogg egy ilyen kor kozéppontjdnak rajta kell lennie harom
k

sz0gfelez0n, marpedig a szogfelez0k egymadast négy pontban, éppen a mondott kordk kozep-
pontjdban metszik: Joggal neveztilk tehidt ezt a négy kort érintOkdrnek.

21.6 Egy hegyesszOgfi haromszdg magassigainak talppontjai altal meghatarozott
haromszdget talpponii hdromszdgnek nevezzilk (146. abra).
Ez az eredeti haromszogbe irt haromszdg, azaz csucsai
az eredeti haromszdg mas-mas oldalanak bels6é pontjai.

Egyenl6 eoldalszamit soksz{gekr8l szolva akkor
mondjuk, hogy az egyik a méasikba van irva, vagyis hogy
az egyik beirt és a masik koriilirt sokszbg, ha minden csticsa
a masik sokszbg mads-mas oldalanak belsé pontja. Ez a
szf6hasznalat szlkebb, mint a 19.3-ban elfogadott. Szo-
hasznalatunk szerint a hegyesszogi haromszog talpponti
hidromszdge beirt haromszog.

Tétel. Egy hegyessz0gli hdromszigbe irt hdromszigek
koziil a talpponti hdromsz0g keriilete a legkisebb.

Nem volna helyes ez a tétel, ha a beirt haromszog
fogalmat 19.3 szerint érintendk, hiszen egy cstics €s a be-
I6le indulé két oldal egy-egy pontja olyan haromszoget
hataroz meg, amelynek kerfilete tetszGlegesen kicsiny lehet. 146. dbra
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Bizonyitds. Tekintstink egy az ABCA-be irt A,B,C;A-et (147. 4bra). A C, pontot az
AC és BC oldalra tiikrézve a D és E ponthoz jutunk. Minthogy a tilkrzés revén C,B;, = DB,
é¢s C,A, = EA,, azérta DB, AE tordttvonal hossza az A,B,C,A kerilletével egyenlé. Ha a
C, pontot rdgzitve tartjuk, s az A, és B, pontot valtoztatjuk, akker abban az esetben lesz a
kerillet a legkisebb, ha A, és B, rajta van a DE szakaszon, hiszen minden mas esetben a
DB, AE tordttvonal hossza a. DE tavol-
sagnal nagyobb. A DE szakasz valdban
metszi is az AC és BC szakaszt, mert
ABECD konvex 0tszog, hiszen minden
szbge konvex: harom szdge az ABCA
hegyesszigeinek kétszerese, kettd pedig
konvex szdgek tiikdrképe.

Ha marmost a legkisebb Kkerilleti
beirt haromsziget Kkeressiik, csak azt kell
megvizsgalnunk, hogy az AB oldal melyik
C, pontja adja a legkisebb DE tavolsagot.
A kiilonb6z0 C, pentokbol szarmaztatott
DCE A-ek hasonlék, mert a tilikrozés
révén DCE< = 2ACB< és CD=CC, =

747. dbra = CE, azaz e haromszigeknél egy szog s

az ezt kozrefogo oldalak aranya egyenid.

E haromszogek DE alapja tehat akkor lesz minimélis, amikor szaruk, azaz CC, a legkisebb.

Ez viszont tudvalevfen a magassag C, talppontjara kdvetkezik be, hiszen az ABCA hegyes-
8zbgd, €s e talppont az AB oldal belsé pontja.

Egyetlen minimalis kerilletd beirt hdromszdg van tehat, és ennek C, csiicsa egy magas-
sag talppontja. Ugyanigy kovetkezik, hogy ennek a minimalis kerfiletd hdromszdgnek masik
%gt csficsa is egy-egy magassag talppontja, hogy tehat a kapott haromszég éppen a talpponti

romszig. —

Bizonyitasunkbdl az is kiolvashato, hogy a magassagok a talppenti haromszig szogfele-
z0i, 8 hogy az eredeti hiromszdg oldalai a kiilsé szigfelez0k, hiszen a talpponti haromszig
két-két oldalegyenese — mint lattuk — az eredeti haromszig egyik oldalara vonatkozéflag
szimmetrikusan helyezkedik el.

22. § Szerkesztés

Elbszor a szerkesztés fogalmat tisztazzuk, majd az alapveto szerkesztések-
kel foglalkozunk, és végiil a szerkesztési feladatok megoldasaval kapcsolatos
tudnivalokrél lesz szd.

22.1 Egy sikbeli alakzatot bizonyos adatok alapjan megrajzolhatunk,
megszerkeszthetiink. Ehhez sziikséges, hogy elegendé s ellemtmondast nem
tartalmazo adatok alljanak rendelkezésre, s hogy Kelld eszkozok birtokaban
legyiink.

A szerkesztés megbizhatésaga a hasznalt eszkozok pontessagatél s attol
fiigg, milyen gonddal dolgozunk. Bar e tényezok a gyakorlatban igen fontosak,
elméleti vizsgalatoknal feltételezziik, hogy eszkozeink tokéletesen pontosak,
s hogy a szerkesztést kifogastalan gondossaggal végezziik. E feltételezés mellett
kérdezni lehet, hogy bizonyos eszkozok birtokaban és pemtesan megszabva,
hogy ezeket az eszkozoket hogyan hasznalhatjuk, milyen szerkesztéseket
tudunk elvégezni.

A legegyszeriibb eszkdz a vonalzé és a korzo. A legegyszeriibb lépések,
amelyeket ezekkel az eszkozokkel megtehetiink, a kovetkezdk:

1. A vonalzot két adott ponthoz illesztve megrajzolhatjuk a két ponton
athalado egyenest. -

22.1

Szerkesztés 157

2. Két adott pont tavolsagat korzényilasba vehetjik.
3. Adott pont koriil adott korzényilassal kort rajzolhatunk.
4. Két metsz6 egyenes metszéspontjat megkereshetjiik.

5. Egy kor és azt metsz6 egyenes mindkét metszéspontjat megkeres-
hetjik. - |
6. Két egymdst metsz6 kor mindkét metszéspontjat megkereshetjuk.

Ha egy szerkesztést pusztan a felsorolt hat 1épés véges sokszori alkalma-
zasaval végziink, akkor euklideszi szerkesztésnek (korzovel és vonalzéval vég-
zett szerkesztés) nevezziik. Ha e konyvben szerkesztésrol vagy szerkesztheto-
ségrél lesz sz0, mindig euklideszi szerkesztésre gondolunk.

A szerkeszthetéség kérdésénél feltessziik, hogy van tetszolegesen hosszi
vonalzonk és tetszblegesen nagy nyilasd korzonk is.

Al Ha nem is sz0 szerint, de lényegében valéban EukLIDES hatarolta el a szerkesztes
fogalmat Ggy, ahogyan azt mi is tettik.

A2 Gyakorlati szempontbdl igen fontos, hogy rajzeszkozeink lehetleg pontosak legye-
ek, s igy rajzunk a kifogastalannak képzelt szerkesztést jol megkozelitse. A ceruza hegyes
legyen, és ha hegye elkopott, jbol hegyezni Kell. Keményebb grafittal pontosabban rajzo-
tunk. A korzénél a hegyezés helyett élezés a célszer(ibb, mert az €l kevésbe kopik. A vonalz6
éle egyenes legyen. Ezt vonalzok élének egymds mellé fektetésével ellenérizhetjiik. A korzo
tfije igen hegyes legyen, hogy ne csisszék. A korz6 szarai ne lotydgjenek, hogy a kor rajzo-
lasakor a nyilds megmaradjon. A rajzlap valéban sik lapon (asztalon, rajzdeszkan) helyez-
kedjék el

: Lényeges az is, hogy gondosan rajzoljunk, s a gondos munkaban gyakorlatra tegyiink
szert. A vonalzét finoman kell a pontokhoz illeszteni. Vonal hfizdsa kézben a vonalz6 nem
mozoghat. Amikor a ceruzat a vonalzé mentén csiusztatjuk, a ceruza hegyének valoban a
vonalzé mentén kell csiisznia. A korz6 hasznélatakor a kirz6 tfijét enyhén a papirhoz kell
ayomni, hogy el ne mozduljon. Egyenesek metszéspontjanak, valamint egyenes és kor metszés-
pontjanak megjeldlésekor finoman kell eljarni, kilgndsen akkor, ha igen hegyes szogben
metsz8 vonalakr6l van sz, hiszen vonalainknak szélessége is van, s a metszespont megallapi-
tisanal ebb0l a szélességbll eredl hibat csokkenteni kell. Pontokat 1gy kell megjelolni (kis
korrel, kereszttel), hogy vonalzd odaillesztésénél, korzOnyilasba vételnel, korz6 besziirasanal
valéban a megjelolt pontot vehessiik figyelembe.

Ne feledjik, hogy a legfinomabb eszkozokkel és a leggondosabb munkaval is csak meg-
kozelitilk az elvben Kifogastalan szerkesztest.

Bl El6z6 megjégyzésiinkkel sziges ellentétben 4all az a mondas, hogy ,,2a matematikus
aem torédik az abra szépségével”. E mond4s azt a tényt akarja Kifejezésre juttatni, hogy okos-
kodasunkat mintegy fiiggetleniteni kell az abratdl. Legyen tehét a rajz lehetGleg j6, de okos-
kodasunk a rajz j0sagara ne épitsen (vo. 9.1 B2). Néha a szadndékosan torz rajz jobban segiti

az okoskodast (vo. 11.1 A és 15.5 A).

B2 Az euklideszi szerkesztés definidldsanal elvonatkoztathatunk attdl, hogy eszkozeink
mifélék. Axiomatikus tisztasidggal euklideszi szerkesztésnek az olyan eljarast nevezziik, mely-
nél az adatokbdl kiindulva a kivant alakzathoz Ggy jutunk el, hogy kozben: 1. csak olyan
pontot szerepeltetfink, amely ket ismert egyenes, vagy két ismert kor, vagy pedig ismel:t
egyenes és ismert Kor metszéspontja; 2. csak olyan egyenest szerepeltet@ink_, amelyiknek ket
pontja ismert; 3. csak olyan kort szerepeltetiink, amelynek kdzéppontja ismert, és sugara

két ismert pontnak a tdvolsaga. _ ' .. _ )
Kiegészitend§ ez az elfirds azzal, hogy szerepeltethetjilk a siknak ket semminem( eld-

irassal meg nem kotdtt pontjat is. Szlikség van erre a kiegészitésre, mert kiilonben el sem in-
dulhatunk, ha pl. az a feladat, hogy ,,szerkesztendd egy négyzet”. A kiegészitésben csak ket
pontrél sz6ltunk, mert kettdbdl kiindulva mar tetsz6legesen sokat is meg lehet szerkeszteni,
36t az igy szerkeszthet6 pontok végtelenil sfirdin belepik a teljes sikot.

B3 Bar e fejezetben sikgeometriarol van csak sz6, itt emlitjilk, hogy a tergeometriaban
mit neveziink euklideszi szerkesztésnek, mégpedig kétféleképpen valaszolunk erre a kerdésre.
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Az egyik valasz abbdl indul ki, hogy mi térben nem rajzolhatunk, legfeljebb csak azt
tehetjitk, hogy a térbeli alakzatokhoz valamilyen moédon sikbeli alakzatot rendeliink, és a
szerkesztést ezeken a hozzarendelt sikbeli alakzatokon végezziik el. Ilyen hozzarendelésekkel
és ilyen szerkesztésekkel az dbrdzolo geometria foglalkozik. Minthogy itt igazdban sikbeli szer-
kesztésr8l van sz6, a szerkesztés szabalyozdsa semmiféle kiegeszitést nem kivan.

A masik valasz nem a tényleges rajzolasra gondol, hanem az el6z0 megjegyzés szelle-
mében valaszol, és az ott mondottakat a kovetkezOkkel egésziti ki: 1. szerepeltethetd olyan
pont is, amely ismert egyenes és sik metszéspontja; 3. egy kor szerepeltetése csak akkor meg-
engedett, ha kozéppontjan és két pont meghatarozta sugarin kiviil sikjat is ismerjtik; 4. csak
olyan sik szerepeltethet0, amelyiknek hirom, nem egy egyenesbe esé pontja ismert. Meg-
jegyezziik még, hogy engedélyezniink kell itt a tér négy, semminem( el8irassal nem kotott,

egy sikba nem es§ pontjanak szerepelteteset is.
Mas a kérdés, ha egy gomb feliiletén végzett szerkesztésr6l van sz0. Ez a kérdés a sik-

ban felvetett kérdéssel szorosabb rokonsagban van, és ugyanugy valaszolhaté meg, de vonailzé
és korz6 helyett (f6koroket kijelol6) géombi vonalzdét és (gombdn rajzold) gombi kérzét kell
mondani.

22.2 Csak akkor érthetd, hogy szerkeszthet(ségrol beszéliink, ha tudjuk,
hogy vannak euklideszi szerkesztéssel meg nem oldhato feladatok is.

A leghiresebb ilyen szerkesztési feladatok a kovetkezok: megszerkesz-
tend6 egy olyan négyzetnek az oldala, amelynek teriilete egy adott kor terii-
letével egyenlé (a kor négyszogesitése, kvadraturaja); megszerkesztendd egy
olyan kockanak az éle, amelynek kobtartalma egy adott élii kocka kobtartal-
manak Kkétszerese (kocka megkettGzése, déloszi feladat); megszerkesztendd
egy tetszdlegesen adott szog harmada (szogharmadolas); szerkesztend( sza-
balyos hétszog. Nem térhetiink itt ki annak bizonyifasara, hogy e feladatok
euklideszi szerkesztéssel nem oldhatok meg (vo. B2).

Szerkesztéssel megoldhatova valhatnak az ilyen feladatok is, ha a meg-
engedett eszkozok és 1épések tekintetében nem tartjuk be az euklideszi korla-

tozasokat.

A Alig van gyakorlati jelent6sége annak, hogy egy feladat szerkesztéssel megoldhato-e
vagy sem. Még az elvileg pontos szerkesztés is pontatlanna valik, ha gyakorlati végrehajtasat
tekintjiik. A gyakorlatban egy elvileg pontatlan szerkesztést is megfelelbnek mondhatunk,

ha pontatlansaga nem szamottevd.
Az utébb emlitett, csak kizelité szerkesztések kézill meg-

emlitjiik a szabalyos n-szog kovetkez0 szerkesztését: A Kkor

atmérGjét n egyenl§ részre osztjuk (148. abra); a végponttol

szamitott masodik osztdpontot osszekdtjitk az atmerd f6lé raj-

| zolt szabdlyos hdromszog harmadik csucsaval; az 0Osszekdtéd

| egyenes és az -als¢ félkoriv metszéspontjanak az atmerd el6bb

emlitett végpontjatél vald tavolsaga a korbe irt szabalyos n-szbg

oldalat adja (kozelitéleg 1). Ha ezzel az elGirassal szabalyos hét-

szoget szerkesztiink, gyakorlatilag ugyanolyan megbizhatéan

jarunk el, mint amikor euklideszi szerkesztessel pl. szabalyos
Otsziget szerkesztiink.

Bl Ha valaki azt a kerdest veti fel, hogy a geometriai
szerkesztések targyaldsdnadl miért korlatozzuk az eszkozbket és
1épéseket, és miért éppen igy, akkor a kovetkezOkkel felelhetfink :
A szerkesztés fogalmanak pontos korvonalazdsdra van szilikség

148. dbra ahhoz, hogy egyaltaldban hatérozottsaggal megoldottnak vagy
meg nem oldottnak mondhassunk egy feladatot.

A megengedett eszkozok megvalogatisa tekintetében nem lehet donté szempont az,
hogy mely eszkozok pontosak, hiszen minden eszkoz t6bbé-kevésbe pontatlan. Ha a vonalzo
és a korz6 haszndlatat engedtik meg akkor azt a két eszkdzt valasztottuk, amelyek a leg-
egyszer(ibbek, s amelyeknek hasznilata egészen &ltaldnos. Egyes tovabbi eszk6z0k haszna-
latat elfirdsunk csak azért nem engedélyezi, mert eziltal az eliras Osszetettebbe valnék,

22.2

Szerkesztés 159

viszont a szerkesztéssel megoldhatd feladatok kore nem béviilne. Ilyen eszk6z6k a fejesvo-
nalzé és a szokott alakt haromszoégvonalzok (egyenl§ szaru derékszogfli és 30°, 60°, 90°-0$
szogekkel rendelkez6). Latjuk majd, hogy az ezekkel az eszkdzokkel megoldhato alapfel-
adatok euklideszi szerkesztéssel is megoldhatdk. Mas eszk6z6k hasznalatat elGirasunk mar
csak azért sem engedélyezi, mert tovabbi egyszer(i és altaldnosan hasznalt eszkézt aligha mond-
hatunk. A skdlds vonalz6 és a szogmérG volna talan emlithetf. Ezeknél az eszkdzoknél azt
is el kellene irni azonban, hogy beosztdsuk milyen stirii legyen, ami elfirasunk egyszerii-

ségét nagyon lerontana.
A korzével és vonalzdval megengedett 1épések tekintetében nem érheti elfirasunkat az

a vad, hogy feleslegesen sokat enged meg. A 1épések szaporitdasara pedig legfeljebb azt lehetne
javasolni, hogy engedélyezziik a vonalzé ponthoz és kérhoz, valamint két korhoz illesztéset
is. Ezzel kapcsolatban megint csak azt mondhatjuk, hogy a javaslat elfogadasa hosszabba
tenné az elGirast, viszont nem valtoztatna azon, hogy szerkesztéssel mi oldhat6 meg.

Osszefoglalva megéllapithatjuk, hogy az a szokdsos el§irds, amelyik a matematika
torténete sordn kialakult, s amelyet mi is ismertettfink, nem pétolhatd hasonléan egyszeri €s
az Aaltaldnosan végzett szerkesztések korét ugyantgy feldlel6 madsik eldirassal.

B2 A geometriai szerkesztések elmélete nehezebb algebrai segédeszkézokkel dolgozik.
Ebbe a kinyvbe nem is illeszthetn6k be ezért annak bizonyitdsat, hogy valamelyik feladat
szerkesztéssel nem oldhaté meg. Csak megemlitjiik, hogy a fentebb k6zolt négy feladat koziil
az els6 azért nem oldhaté meg, mert = transzcendens szam, a tobbi harom pedig azért, mert
szamolassal végzett megoldasukban kobgydkvonds is fellép.

B3 A szerkesztések elmélete azzal is foglalkozik, hogy mely feladatok oldhaték meg:
ha a szerkesztés el6irdsait masként szabjuk meg. Ilyen mds elGirds sokféle lehetséges, mi pel-
daképpen kett6t emlitiink: a) csak a korz6é hasznalatat engedélyezziik, tehat 22.1 felsorolasa-
ban az 1. és a 4. 1épés nem szerepel (fin. MascHERONI*-féle szerkesztés); &) egy korvonal
adva van a kozéppontjaval egyiitt, és csak a vonalzd haszndlatdt engedélyezziik, tehat itt a
2., 3. és 6. lépes marad el, az 5. pedig csak az adott korre vonatkozik (STEINER-féle* szerkesz-
tés). A szerkesztések elméletének érdekes eredménye, hogy ezzel a két szerkesztésfajtaval az
euklideszi szerkeszteéssel megoldhato feladatok mindegyike megoldhatd, eltekintve attél, hogy
termeszetesen nem szerkeszthetiink az els6vel egyenest, a masodikkal pedig kort.

22.3 Az alapvetd szerkesztéseket tekintjiik at.
- Nem szorul magyarazatra az, hogy szakaszokat korzdnyilasba vétellel
fel tudunk mérni egy félegyenesre, s hogy igy szakaszok Osszegezését, kivona-
sat és sokszorozasat el tudjuk végezni. Hasonlét mondhatunk egy kor ivének
adott korponttdl valé felmérésére, ami szogek Osszegezésére, kivondsara és
sokszorozasara ad lehetdséget.

A P pontbdl egy rajta 4t nem halad6 egyenesre tigy szerkeszthetiink mer6-
legest, hogy elég nagy sugdrral P koriil kort frunk, majd ennek a kiornek az.

|
l
b »

®* L. Mascheroni (ejtsd: maszkeroni), 1750—1800, a paduai egyetem tanara. J. Steiner, 1796—1863
svajcl sziiletési, a berlini egyetem tanara. | ’

149. dbra

22.3.
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egyenessel alkotott metszéspontjai koriil egyenlo és elég nagy sugarral ismét
koroket irunk, és végiil e korok P-tdl kiilonb6z6 metszéspontjainak valamelyi-
két P-vel osszekotjiik (149a 4bra). Ha az egyenes athalad a P ponton, akkor
ugyanez az eléiras vezet a P-ben emelt merdleges megszerkesztéséhez (149b
abra), csakhogy most a masodszor valasztott sugarnak az elsénél nagyobbnak
kell lennie. Nyomban belathatd, hogy ezek a szerkesztések helyes eredményhez
vezetnek. Nem okoz gondot az ebben a szakaszban emlitend§ tovabbi egyszerii
szerkesztések helyességének az indokolésa sem. Ha derékszogvonalzot is hasz-
nalunk, akkor a merdlegest természetesen egyszerii vonalzoéillesztéssel is meg-
szerkeszthetjiik.

Egy szakaszt ugy felezhetiink meg, hogy végpontjai korifl egyenld sugarak-
kal kort irunk, és ezek 0sszekotd egyenesével a szakaszt elmetssziik (150. abra).

150. dbra 151. dbra

Egy szog felezojét tgy szerkeszthetjiilk meg, hogy a szog csticsa koriil
irt korrel a szarakat elmetssziik, majd a kapott metszéspontok kériil egyenld
és elég nagy sugarral koroket irunk, és végiil e koroknek (a szog csticsatol kiilon-
boz0) metszéspontjat a cstccsal Osszekotjiik (151. abra).

Harom adott oldallal tigy szerkesztiink haromszoget, hogy az egyik oldalt
felmérjiik, ennek végpontjai koriil a mésik két oldallal mint sugarral kort
irunk, €s megrajzoljuk az egyik metszéspontjukhoz vezet§ sugarakat. Két
adott oldalbol és bezart szogiikbdl a haromszog egyszeri felméréssel szerkeszt-
het6 meg. Ha két oldal és a nagyobbikkal szemkozti szog van adva, akkor e
sz0g egyik szarara mérjiik fel a kisebbik oldalt, ennek végpontja koriil a nagyob-
bik oldallal mint sugarral kort irunk, és megrajzoljuk ennek a kornek a masik
szarral alkotott metszéspontjdhoz vezet6é sugarat. Egy oldal és azon nyugvé
két szog birtokaban a haromsziget egyszerii felméréssel szerkeszthetjiik meg.
Ha egy oldal és két szog van adva, amelyeknek csak egyike nyugszik az adott
oldalon, akkor eloszor az adott szogeket 180°-bol levonva a harmadik szoget
hatarozzuk meg, és igy a haromsziog szerkesztését az el6bb emlitett esetre
vezetjuk vissza. Harom egyenld oldalbél indulva ki szabélyos haromszoghoz
jutunk, két egyenlé és merdleges oldalbol pedig egyenld szérd derékszogii
haromszoghoz.

A P ponton at ugy szerkeszthetiink parhuzamost egy rajta 4t nem halado ¢
egyenessel, hogy P-bél e-re merélegest bocsatunk, és erre P-ben merdlegest
szerkesztiink. Ezt a feladatot tgy is megoldhatjuk, hogy az e egyenest egy
elég nagy a sugarral P koriil irt korrel elmetssziik, a metszéspontbol felmérjiik
az e egyenesre az a tavolsagot, ennek végpontja koriil ismét a sugarral kort
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frunk, majd e kdrnek és az el6szor rajzolt kornek (nem e-hez tartozd) metszés-
pontjat P-vel osszekotjitk (152. 4bra). Ha haromszogvonalzot is hasznalunk,
akkor feladatunkat a kovetkezdé modon oldhatjuk meg: a haromszogvonalzé

yik élét e-re helyezziik, mésik €éléhez vonalzot illesztiink, majd a haromszog-

vonalzét addig csusztatjuk a vonalzé p
mentén, amig nem halad 4&ta P pon- --c-ce—eme—-- O—r s e
ton az az €l, amelyik az e egyenesen VP

volt (153. abra).

%.- —e
152. abra o

Egy adott kor kozéppontjat két nem parhuzamos hur felezomerdlegesé-
nek metszéspontjaként kaphatjuk meg (154. abra). Egy kiilso6 pontbdél a kor-
hoz vont érintdt euklideszi szerkesztéssel tigy kaphatjuk meg, hogy az adott
pont és a korkozéppont osszekot6 szakaszat megfelezziik, e pont koriil a szakasz
felével mint sugarral kort irunk, és e kornek az adott korrel alkotott metszés-
pontjat 6sszekotjilk az adott ponttal (155. abra). Erre a szerkesziésre vezet-
hetjilk vissza két kor kozos érintdjének megszerkesztéset is, ha ugyanazt tesz-
sziik, amit 15.7 tételének bizonyitasanal tettiink.

153. dbra

154. dbra 155. dbra 156. dbra

Ha egy szakaszok alkotta ardnypar harom tagja van adva, a negyedik
tagot a parhuzamos szel6k tétele alapjan konnyen megszerkeszthetjiuk. Egy
adott szakaszt n egyenld részre 1igy oszthatunk fel, hogy a szakasz egyik vég-
pontjabol induld és a szakaszhoz szogben hajlo félegyenesre n egyenlo szakaszt
mériink fel, az utolsénak végpontjat és az adott szakasz végpontjat osszekot-
jiik, majd ezzel az Gsszekoté egyenessel parhuzamosat huzunk a felmért sza-
kaszok mindegyikének végpontjan 4t; ezek a parhuzamosok az adott sza-
kaszt a keresett osztépontokban metszik (156. abra).

Hasonlé alakzatok koziil a legegyszertibb a parhuzamosan hasonldé alak-
zatok megszerkesztése, Nem is kell ityenkor az adott alakzat pontjainak a hason-

l6sagi centrumtol mért tavolsdgat ugyanannyiszoroznunk, mert egy képpontbol

11 Bevezetés a geometridba — 4218 22.3
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kiilndulva valamennyihez eljuthatunk parhuzamosok szerkesztésével, hacsak
nincs egyetlen egyenesen az alakzat és a hasonlésagi centrum is. Itt arra hivat-
kozunk, hogy ha egy targyszakasz egyenese a centrumot nem tartalmazza,
akkor az egyik végpont képén at a szakasszal parhuzamosan huzott egyenes a
masik végpont vetit0 sugarat e végpont képében metszi.

Ha az egységszakasz és egy a hosszusagu szakasz adva van, akkor Va
hossziisdgn szakaszt gy szerkeszthetiink, hogy egy egyenesre egyméshoz
csatlakozoan felmérjiik a két adott szakaszt, megszerkesztjiuk a két szakasz
egylitteséhez tartozd Thales-kort, s ezt a két
szakasz koOzos végpontjaban emelt merdélegessel
elmetsszitk; a metszéspont és a kozos végpont
tavolsaga ya (157. abra). Hasonloképpen jarha-
tunk el akkor is, ha két tavolsag mértani kozép-
aranyosat akarjuk megszerkeszteni.

1 a Al Az adott vonalakat vastagon szokis kihuizni, a
' szerkesztés soran bevezetett vonalakat pedig vékony vagy
157. dbra szaggatott vonallal. Osszetettebb szerkesztésnél a kész

rajzban nem hagyunk meg minden vonalat. Eppen az
olyan alapvetd szerkesztéseknek a segédvonalait szokas elhagyni, amilyenekr6l ebben a
szakaszban széltunk. A Kkeresett vonalat tgbbnyire (pont-vonalazott) eredményvonallal
huzzuk ki, a keresett pontot pedig néha kettfs karikaval jelljik meg.

A2 Ugyanazt a feladatot tdbbféle szerkesztéssel is megoldhatjuk. Erre mar a parhu
zamos szerkesztésér(l szélva is példat nyujtottunk. Tobb szerkesztés kozfll el6nyben része
sitjilk azt, amelyik kevesebb lépést igényel. Ezt nemcsak az id6megtakaritds, hanem a rajz
pontosabb volta is indokolja. A legrovidebb szerkesztések megkeresése killon vizsgalat targya
lehet. Ilyen vizsgalatnal mar Iényeges az, hogy milyen eszkozoket €s 1épéseket engediink meg
azok kozil, amelyek a szerkesztessel megoldhaté feladatok korét nem bdévitik (v6. 22.2 B1)
Ezt a vonalzocsusztatassal vegzett parhuzamosszerkesztés példdja is mutatja.

A3 Ha a cél a gyakorlatilag megbizhat6 rajz, akkor semmi értelme sincs annak, hogy
szabadsagunkat az euklideszi korlatozasokkal megkdssfik. Nem vétek tehat ilyenkor pl. az,
hogy kérbkhdoz vonalzdillesztéssel szerkesztiink érint6t, vagy hogy szakaszt skalas vonalzdn-
kat hasznalva osztunk egyenld részekre. Még -az sem vétek, ha a mar kész rajzot valamilyen
ellendrzés alapjan szemmértékkel helyesbitjiik. Ez természetesen csak viszonylag Kicsiny
eltérések Kkiigazitasdnal lehet jogos.

A gyakorlati megbizhatésdg kivdnalma azonban eddig nem emlitett megszoritasokat
is jelent. Megbizhatdbb a rajz, ha a szerkesztés kevesebb 1épésbdl 4ll, ha a rajz nem tulzottan
nagy, de nem is igen Kicsiny terjedelmii, ha igen kozeli pontokat nem kotiink dssze egyenessel,
ha a szerkesztés sordn nagyon Kkis szbget alkoté vonalak metszéspontja nem szerepel.

22.4 A szabalyos sokszogek kozil a szabdlyos haromszog szerkesztését
mar emlitettiik. Szabalyos haromszogekbdl szabalyos hatsziget is sszerakha-
tunk. A szabalyos négyszog szerkesztése sem okoz gondot. Itt most a szabalyos
otszog es tizszog szerkesztésével foglalkozunk.

El6készitésként az aranymetszéssel (sectio aurea) ismerkediink meg. Igy
nevezzik egy szakasznak két szeletre vagasat, ha a szeletek kisebbike tigy arany-
likla nagyobbikhoz, miként a nagyobbik a teljes szakaszhoz, ha tehat a p<lg
szeletekre a

P:g=q:(p+ 9

aranypar teljesiil. Egy adott szakasz aranymetszése csak egyféleképpen lehet-
séges (ha a szeletek sorrendjét nem nézziik), hiszen adott p+g mellett ¢ csok-
kentésekor p novekszik, és igy a fenti ardnypar beltagjainak szorzata csokken,
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kiiltagjaié viszont novekszik, azaz ¢ megvéltoztatasa utan az aranypar mar
nem feljesiilhet. Minthogy egy aranymetszésb6l nagyitdssal vagy kicsinyitéssel
minden szakasz aranymetszéséhez eljuthatunk, elmondhatjuk, hogy az arany-
metszésnél szereplo aranyok szamértéke a szereplé szakaszok hosszatol fug-

getlen.

Ha a fenti aranyparban szerepld ¢ adott, akkor a mondottak szerint p
is egyértelmifien meghatarozott. Ehhez a tévolsighoz szerkesztéssel a kovet-
kez6képpen juthatunk el (158. abra): Az AB = ¢ szakaszra B-ben merolegest

allitunk, erre felmérjiik a BC = —g- tavolsagot, majd a C kijri.i]% sugarral irt

kort az AC egyenessel metssziik; az igy adodo, A-hoz kozelebb eso D metszés-
pont adja a Keresett AD = p tavolsagot. Ennek a szerkesztésnek helyessege
nyomban belathatd, ha kétféleképpen felirjuk az A pontnak a C kozeppontu
korre vonatkozo hatvanyat. Az igy adédo AB? = AD.AE egyenloseg a
g = p (p + q) Osszefiiggést adja, és ez az aranymetszést biztosito aranypar
helyességét mondja ki. A bemutatott szerkesztés modot ad arra, hogy az arany-
metszés nagyobbik szeletéb6l kiindulva kisebbik szeletét megszerkesszuk.

158. abra 159. abra

Tétel, A szabdlyos tizsz0g oldala annak az aranymetszésnek a kisebbik szelete,
amelynek a nagyobbik szelete a kor sugara.

E tétel alapjan a kor sugardbol kiindulva a szabalyos tizszog oldalat,
és igy a korbe irt szabalyos tizszoget is megszerkeszthetjik. A tizszog minden
masodik cstcsat osszekotve a beirt szabalyos 6tszoget is megkapjuk.

Bizonyitds. Az r sugart kKorbe irt a oldali szabélyos tizszog egy oldala és
a végpontjaihoz vezetd sugarak alkotta haromszoget tekintjiik. E haromszog
szogei 36°, 72°, 72°, mert a kozéppontnal a teljes szog tizede helyezkedik el,
és a haromszog egyenlé szard. Hosszabbitsuk meg a haromszog a alapjat r
hosszusaggal, és a meghosszabbitas végpontjat kossiikk dssze a kozéppontial
(159. 4bra). Haromszogiinket egy 1jabb egyenld szari haromszoggel egészitet-
tiik ki, ennek az alapjan 36°-os szogek nyugszanak, mert a szarszognek mellék-
szoge 72°. Megallapithatjuk, hogy a két haromszig egyiittesen olyan harom-
szpget alkot, amelynek szogei 36°, 72°, 72°, amely tehat az eredeti haromszig-
hoz hasonlo. E hasonlésadgbol az oldalak aranyara

a:r=r:(a-r)
kovetkezik, és ez tételiink helyességét mondja ki, —
11* 22.4
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Tétel. A kir sugardval és a kirbe irt szabdlyos tizszog oldaldval mint befo-
gokkal szerkesztetl derékszogli hdromszog difogoja a korbe irt szabdlyos itszog
oldala.

Ez a tétel 1s modot nynjt a korbe irt szabalyos o1szog oldalanak megszer-
Kesztésére, ha egyszer a beirt szabalyos tizszog oldaldt mar megszerkesztettiik.

Bizonyitds. Tekintsiik ijbol a 159. dbra két haromszogb6l osszetett harom-
szogét, és tiikkrozzuk az eredeti OABA-et OB oldalara, ugyhogy ez a kiegé-
szitd6 OBC A-on beliili OBD helyzetbe jusson (160. dbra). A tiikrozés folytdn
BD = a és OD = r. Minthogy az OAC A egyenl( szari, OC = a4 r és DC = a.
Az AD = b tavolsag az r sugarti korbe irt szabalyos 6tszog oldala, mert az
OA és OD sugarak szoge 72°. Az A pontnak a D kozéppontd, a sugard korre
vonatkozo hatvanya 18.5 elsé két tétele szerint

b>*—a:=a(a-r).

160. dbra 161. dbra

Ebbél az el6z6 tétel alapjan b2 — a? = r? adédik, és ez Pythagoras tétele
szerint a bizonyitand¢ allitassal azonos. —

A korbe irt szabalyos tizszog és 61szég oldalanak megszerkesztését egy
abraba tomorithetjiik. A kor meréleges O A, OB sugaraibdl indulunk ki (161.
abra). Az O A sugar C felez6pontjanak B-t6] mért tavolsagat a CO félegyenesre
felmérve a CD szakaszt kapjuk; OD adja a beirt szabdlyos tizszog, BD pedig
a beirt szabalyos 6tszog oldalat. A szerkesztés igazolasara az ebben a szakasz-
ban elmondottak utan elég arra hivatkoznunk, hogy ha a C kériil CO sugarral
irt kor a BC szakaszt E-ben metszi, akkor EB = 0D, mert ezek a szakaszok
C koriili elforgatassal egymasra fektethetok.

A Mar korabban lathattuk, hogy 90° és 60° szerkeszthetd szogek. Most megallapithatjuk,
hogy 72° is szerkeszthetl. Szogfelezéssel, szogek sokszorozasdval, valamint szogek dsszegének
es killonbségének megszerkesztésével természetesen tovabbi szogekhez is eljuthatunk. Az
ebben a szakaszban megismert szerkesztés ilyen médon lehetfséget ad pl. 3° minden egész
szami tobbszorosének megszerkesztésére.

Bl Ha p < ¢ egy aranymetszés szeletei, akkor ugyanezt mondhatjuk, a ¢ és p + g,
valamint a ¢ — p és p tavolsagokrol is. Ez a két allitds azt mondja ki, hogy ezeknek a t4avol-
sagoknak az aranya a p:q ardnnyal egyenl6. Az els§ allitds helyességét maga az aranymet-
szeést definialé aranypar mondja ki. A mdsodik viszont ugyaniigy kovetkezik abbél, hogy p
€s ¢ egy aranymetszés szeletei, ahogyan ez ut6bbi tény beldthatd, ha tudjuk, hogy ¢ és p + ¢
egy aranymetszés szeletei.

Ezek szerint az 158. abra szerkesztése egy szakaszbél kiindulva e szakasz aranymetszé-
sének nagyobbik szeletéhez vezet el. Eis0 tételiink pedig tigy is szovegezhetf, hogy a sugir
aranymetszésénel a nagyobbik szelet a beirt szabdlyos tizszog oldalat adja.

22.4
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1
Kinnyen meggy6z8dhetiink arrél, hogy az aranymetszés szeleteinek aranya —é—(l’5 + 1).

Els§ tételitnk kimondasakor szélhattunk wolna pusztdn errfl a szamaranyrol,

B2 Ha szabilyos m-sziget tudunk szerkeszteni, akkor nyilvan szabalyos 2m-sziget is
tudunk, hiszen ehhez szogfelezésre van csak sziikség.

Ha m és n relativ primszdmok, és szabalyos m-szbget, valamint n-szbget tudunk szer-
keszteni, akkor tudunk szerkeszteni szabdlyos mn-szoget is. Ennek belatasa végett arra a
szamelméleti tételre hivatkozunk, hogy relativ prim m, n szamokhoz taladlhaté p és g egész
szam gy , hogy pm—gn = 1 teljesiiljon. Ha tehat a korbe irt szabélyos n-sz6g egy oldalahoz
tartozé koriv p-szeresébl a beirt szabdlyos m-szog egy oldaldhoz tartozd koriv g¢-szorosat
levonjuk, akkor a szabalyos mn -szig egy oldaldhoz tartozé korivhez jutunk.

Gauss* bebizonyitotta, hogy ha k egész szam, és n = 2:* . 1 primszdm, akkor lehet
szabalyos n-szdget szerkeszteni. Ez a képlet a k = 0, 1, 2, 3 értékekre az n = 3, 5, 17, 257
értékeket adja, s ezek primszamok. Eszerint pl. a szabalyos tizenhétsziget meg lehet szer-
keszteni.,

Gauss bebizonyitotta azt is, hogy csak azok a szabalyos sokszdgek szerkeszthetOk,
amelyekre ez a most elmondottakbél kovetkezik. Nem szerkeszthet§ tehat pl. szabalyos hét-
sz0g és kilencszog. .

Ezek az eredmények megszovegezhetdk természetesen gy is, hogy szabalyos sokszigek
szerkesztése helyett arrdél szolunk, milyen raciondlis fokmértékd szigek szerkeszthet6k meg.
Beszélhetnénk arrél is, hogy mely szogek vezetheték be, ha a folytonossagot csak a kéraxioma
formajaban hasznaljuk ki.

22.5 Osszetettebb szerkesztési feladatokrél legyen most sz6. Le Kkell
nyomban szogezniink, hogy altalanos érvényi utasitas ilyen feladatok megolda-
sara nincs. Csak mdédszereket emlithetiink, csak tanicsokat adhatunk. Az egyes
feladatok megoldasahoz egyéni leleményességre van sziikség. Mi az alabbiak-
ban egy feladat megoldasait ismertetjiik.

Feladat. Szerkesztendd haromszdg, ha adva van egy oldala, a szemkdozti sz0g és a harom-
sz0g keriilete.

Elsd megoldds. Az ABC o AB=c oldalat meghosszabbitjuk az AD = AC = b szakasz-
szal (162. 4bra). Minthogy az ACD a egyenlfszar(, a kiilsé szig tétele szerint az ADCX az
o = BAC< felével egyenlé. Az adott BC = a oldal és az a +b +c¢ keriilet révén a BD =
l= b + ¢ tavolsag is ismeretes. A BCD A megszerkeszthetd tehat, mert két oldala és egy szoge
smert.

162, dbra 163. dbra

Feladatunkat ezek szerint a kivetkez6képpen oldhatjuk meg (163. abra): A BD=b+c¢
szakasz D végpontjaban felmérjiik az o szoget. Ennek szogfelez6jét a B koriil a sugarral irt
korrel elmetssziik. A kapott C pont adta DC szakasz felez6mer0legese a BD szakaszt A-ban
metszi, és ez meghatarozza a keresett ABC a-et.

® K. F. Gauss, 1777 — 1855, a gittingal egyetem tanara.
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Errdl a hdromszogrdl valoban belathatjuk, hogy benne BC = a, hogy tovabba BAC< =
= ¢, mert ez kitls0 szoge az egyenld szartt ACDA -nek, melynek alapjén% nagysagu szogek

nyugslztsanak, hogy végill AC = AD miatt haromszogiink keriilete a megadott hossziisiggal
egyenlo. —

Ma’godf'k megoldds. Ujb6l az els6 megoldas kezdl megfontoldsaibol indulunk ki, de a
sz:i:{rkesztest masként végezzitkk. Most a BC = a szakaszt mérjiik fel, és a D pont helyét keres-
siiK.

L [ a
Minthogy D-b6l a BC szakasz rY sz0g alatt lathato, a D pont rajta van az ilyen tulajdon_
saga pontok mértani helyén, s ezt a mértani helyet kdnnyen megszerkeszthetjiik. Evégbdl
BC-re B-ben mer(legest allitunk (164. abra), és az ehhez % szOg alatt hajlo, B-bdl indulé

egyenessel BC felezmer0Olegesét elmetssziik. A kapott O pont koriil OB sugarral rajzolt kor
megfeleld BC ive lesz a keresett mértani hely a BC egyenes &ltal hatarolt egyik félsikban.
Ezek utan az ismert BD = b 4 ¢ sugarral B koriil kért irunk. Ez a koér a BC korivbdl a
kerlt{asetii) £ pontot metszi ki. A haromszog A cstcsdt CD felez6merGlegese metszi ki a BD
szakaszbol.

Azt, hogy az igy kapott ABCA valdban megfelel, ugyanngy lathatjuk be, mint az elsd
megoldasnal. —

D‘
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B a C

164. dbra 165. dbra

' Harmadik megoldds. Tekintsilk 'az ABC A-beirt kort és a BC oldalt Kiviiirél ¢rinté hozza-
irt kort. Tudjuk, hogy az utobbi kor érintési pontjaira AC, = AB, = s (lasd 21.5). Minthogy
s adott, az a szdg felmérése utdn ezt a hozzairt kort megszerkeszthetjitk (165. dbra). Tudjuk
azt is, hogy a beirt kor érintési pontjaira C,C, = B,B,; = a (lasd 21.5). Minthogy a is adott,
a beirt kort is meg tudjuk szerkeszteni. A két kor kozos bels érintdje haromszogiink harmadik
oldalegyenesét adja.

el Az idézett tételek alapjan megallapithato, hogy az igy kapott haromsz6g valéban meg-
elel, — _

Megvizsgaljuk most, hogy vajon szerkesztéseink mindig végrehajthaték-e, s hogy hany
megoldashoz vezetnek,

Az Els(i megoldas csak akkor hajthato végre haa B koril a sugédrral irt kornek és a meg-
rajzolt szogfelezonek van kozds pontja, ha tehat a nem kisebb a B pont és a szogfelez6 tavol-

r [ 4 4 L F e p r a ) L4 4 I (4
saganal,azaz a b } ¢ atfogdju és 5 szOgu derekszog(i haromszog e szoggel szemkozti befogé-

janal. Kell még, hogy a szerkesztés soran CD felez6mer(legese messe a BD szakaszt. Ez akkor
kovetkezik, be, ha B a felez6merGleges altal hatrolt, a C pontot tartalmazé félsikban van,

;15,1 tehat @ < b + ¢ = 2s —a. Kell tehat, hogy az adatok kozott fennalljon az s > a ssze-
liggés. | -
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A szerkesztés talalt feltételeir6l megallapithatjuk, hogy azoknak teljesiilniiik kell, ha
egyaltaldban van megoldas. Az els§ feltételt illet8en ez a 162. abrabdl olvashato ki, hiszen a
nem lehet rovidebb, mint B tavolsaga a CD egyenestdl. A masodik feltetel viszont csak a
haromszog-egyenlbtlenség teljesiilesét jelenti.

Ha a megoldasok szamat vizsgaljuk, megallapithatjuk, hogy ha az el0szor emlitett meg-
kotés teljesill, akkor a rajzolt kornek és a szogfelezOnek altalaban két metszéspontja van. Egy
van akkor, ha a kor a szogfelezGt érinti. Ha két metszéspont van, akkor a C, C’ metszéspontok
a szerkesztés kétféle folytatasat irjdk el6. Meggydzddhetiink azonban arrol, hogy a két foly-
tatas végiil is egybevagé haromszogekhez vezet. Helyezziik el evégett a mar megszerkesztett
ABC A-et ugy, hogy C csiicsa B-be, A csficsa a BD szakaszon A’-be kertiljon, €s a haromszog
a BD egyenesnek ugyanazon az oldalan helyezkedjék el, aholaz ABCA eredetileg elhelyez-
kedett. A szerkesztésnek ehhez az A’C’'BA-hoz is el kell vezetnie, mert ha ebbdl kiindulva
készitjlik el a szerkesztés alapjaul szolgald kiegészitést, de most a BA’oldalt hosszabbitjuk
meg A’D = A’C’ szakasszal, akkor ugyanahhoz a BD szakaszhoz, ugyanahhoz a szigfelez0-
hoz és ugyanahhoz a korhoz jutunk. Igy tehat a kor és a szogfelez0 masodik metszeéspontja-
nak ezt a haromszoget kell szolgaltatnia. Ezek utdn elmondhatjuk, hogy ha egybevago szer-
kesztési eredményeket nem tekintiink kiilonboz6knek, akkor a feladatnak egy megoldasa van,

feltéve, hogy egyaltaldban van megoldasa.
Osszefoglalva a kovetkezbket allapithatjuk meg: Az adatok kozott fenn kell allnia az

a < s osszeffiggésnek, tovabba teljesiilnie kell annak, hogy a ne legyen kisebb a b + ¢ at-
fogdiju, % sz0g (i derékszogli haromszog e szoggel szemkozti befogéjanal. Ha ezek a kikotések

teljesiilnek, akkor a feladatnak egy megoldasa van.

Ugyanehhez a kovetkeztetéshez a masik két megoldas vizsgalataval is eljuthatnank.
A miasodik megoldasban b + ¢ nem lehet nagyobb a kor atmérGjénél, és CD felezGmerOlegese
kell, hogy messe a BD szakaszt. A harmadik megolddsban a B, és C, pontoknak a szarakon
kell lenniiik, és a két kor nem metszheti egymast. Nem bocsatkozunk annak részletes vizs-
galataba, hogy e kikotések mindkét esetben a mar kimondott eredményhez vezetnek.

22,6 Osszefoglaljuk, hogy szerkesztési feladatok megoldasa soran mit ta-
pasztalhatunk. Tapasztalataink a megoldas keresésénél tanacsul szolgalhatnak.

A mar megszerkesztve gondolt abrabdl indulunk ki. Ezt az abrat tobb-
nyire kiegészitjiik, mégpedig tgy, hogy az adatok vagy az adatokbdl konnyen
nyerhetd mennyiségek kozvetleniil szerepeljenek a kiegészitett abran. A szer-
kesztést az abra, illetve a célszeriien kiegészitett &bra vizsgalata (elemzés,
analizis) késziti el6. Ilyenkor geemetriai kapcsolatokat és mennyiségi Ossze-
fiiggéseket keresiink, és vizsgaljuk, van-e az dbranak olyan része, amelynek
megszerkesztése nem iitkizik nehézségbe. Eléfordul, hogy valamilyen transz-
formdciét alkalmazunk a teljes abrara azért, hogy konnyebben megoldhatd
feladathoz jussunk.

Magat a szerkesztést a helyileg is adott alkatelemekbdl inditjuk el, vagy
ha ilyen adat nincs — és tobbnyire ez az eset fordul elé —, akkor valamelyik
alkatelem onkényes felvételével kezdjiik meg. A megoldas sikere sokszor
fiigg attol, hogy az adbra megrajzolasat melyik alkatelem onkényes felvételével
kezdjiik el. A mar megrajzolt abrarész kiegészitése sordn sokszor hatarozunk
meg valamely tovabbi pontot azaltal, hogy ennek a pontnak bizonyos tulajdon-
sagait allapitjuk meg, és a pontot az ilyen tulajdonsagi pontok mértani helye-
inek kozos pontjaként kapjuk meg.

Ha a szerkesztést mar befejeztiik, meg kell gondolnunk, hogy a szerkesz-
tett abra valoban rendelkezik-e a megadott adatokkal. Ez a meggondolas
néha kiilon okoskodast (bizonyitds) igényel. Ha olyan szerkesztést talaltunk,
amely a kivant tulajdonsagi abrahoz vezet, akkor a feladat megoldasat befe-

jeztuk.
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A megoldashoz hozzaflizhetjuk annak vizsgalatat (diszkusszid, taglalds),
hogy a szerkesztés végrehajtasahoz milyen feltételek teljesiilése sziikséges, és
hogy az adatok megvalasztasanak megfelelben mikor hany megoldas van.
Ennél az osszeszamlalasnal az egybevago eredményeket nem tekintjiik kiilon-
bozoknek. Lényeges, hogy a szerkesztés feltételei minden olyan esetben telje-
siiljenek, amikor van megoldasa a feladatnak. Ha a talalt szerkesztds feltételei
nem ilyenek, akkor megoldasunk még hianvos.

- Ugyanannak a feladatnak tobbféle megoldasa is lehet. Ilyenkor a meg-
oldasok koziil elényben részesitjiik azt, amelyik egyszer(ibb rajzot kivan,
és amelyik kevesebb eléismeretre épit. El6nyben szoktuk részesiteni az olyan
megoldast is, amelyik az abra analizise és a szerkesztés helyességének bizo-
nyitasa soran nem kivan szdmolast, vagy kevesebb szamolast kivan.

A A szerkesztési feladatok, éppen mert elmelyedést €s egyéni leleményességet kivannak,,

a geometriai tudasnak jo ellenfrzdi és serkentfi. Helyesen teszi a kezd0§, ha tudisat szerkesz-
tési feladatok 0nallé megoldasan gyakorolja és tokéletesiti. Nem helyes azonban a tnlzés itt
sem. Tnlzassa valik a szerkesztés, amikor mar az a cél, hogy egy abrat ,lehetSleg kellemetle-
nill megvalasztott adatokbdl” rekenstrualjunk.

B Mi nem azokat a reszeket soroltuk fel, amelyekre a szerkesztési feladat megolddsanak
tagozddnia kell, hanem csak olyan részeket emlitettfink, amelyek a megoldas leirasdéban sok-
szor kilon sulyt kapnak. Gondolatsorok mechanikus szabdalasa itt sem tesz jo szolgélatot.

[lyen vonatkozasban elfszor is azt emlitjiik, hogy a diszkusszié6 a megoldisnak nem szer-
ves resze. A lényeges csak az, hogy a feladatot minden lehetséges esetben mregoldjuk, s hogy
minden megolddst megkapjunk. Hogy ez igy van, arro6l sokszor mar maga az az it meggyéz,
amelyen a szerkesztéshez eljutottunk.

Az 4bra analizise nem valaszthat6 el mindig magdtol a szerkesztéstdl. Ez az elvilasztas
sokszor az 0Osszefliggl gondolatok mesterkélt elkiilonitését eredményezné.

A szerkesztés helyességének bizonyitdsara sincs mindig szllkség. Ez t6bbnyire 6nként
kdvetkezik a szerkesztes indokoldsabol. Nincs szitkség a szerkesztés helyességének a bizonyita-
s;{iléz} zikk%r i‘.fm, ha tudjuk, hogy a feladatnak van megoldasa, s ha a szerkesztés egyetlen meg-
oldast adott.

22.6

HARMADIK FEJEZET

A TER ELEMI GEOMETRIAJA

Ebben a fejezetben a tér geometridjaval foglalkozunk, térbeli alakzatokat
vizsgalunk, éspedig elemi geometriai modszerrel.

Ez a fejezet a sik elemi geometridjaval foglalkozd, el6z6 fejezetnél bonyo-
lultabb, hiszen a sikot is felélelé térben az alakzatok valtozatossaga nagyobb
és az elhelyezkedések lehetésége tobbrétii. Fejezetiink mégis rovidebb
az el6zénél, féként azért, mert a sik targyaldsaval mar elokészitettiik a tér
targyalasat is. Egy masik ok az, hogy éppen az alakzatok nagyobb valtozatos-
siga miatt kevesebb alakzat részletes targyalasara toreksziink.

A két fejezet targyaldsa azért is lényegesen eltér6, mert itt a 12.2-ben
kimondott parhuzamossagi axiémat mar kezdett6l fogva hasznaljuk.

23. § Parhuzamos térelemek

A térelemek viszonylagos elhelyezkedését, majd két egyenes, egy egyenes
és egy sik, végiil két sik parhuzamossagat targyaljuk.

23.1 Két térelem viszonylagos elhelyezkedésének lehetdségeit tekintjiik at.
Pont és egyenes, valamint pont és sik esetében csak azt emlithetjiik, hogy
a pont vagy illeszkedik a masik térelemhez, vagy nem. Egymashoz nem illesz-
kedd pont és egyenes egyetlen sikot hataroz meg, hiszen a pont az egyenes
két pontjaval egyiitt azt az egyetlen sikot szolgéltatja, amelyik a pontot is és az

egyenest is tartalmazza.
Tudjuk mar, hogy két egyenesnek legfeljebb egy kozos pontja van. Ha

~van kozos pontjuk (metsz6 egyenesek), akkor egy sikot hatdroznak meg,

hiszen metszéspontjuk és egy-egy pontjuk azt az egyetlen sikot szolgaltatja,
amelyik tartalmazza a két egyenest. Ha két egyenesnek nincs kozos pontja,
akkor vagy egy sikban vannak, tehdt parhuzamosak (vo. 12.1), vagy pedig
nincsenek egy sikban, azaz kitérdk (torzegyenesek). Két egyenes tehat lehet
metsz0, parhuzamos vagy Kitéro.

Tudjuk, hogy ha egy egyenesnek és egy siknak egynél tobb kozos pontja
van, akkor a sik az egész egyenest tartalmazza, az egyenes ¢s a sik illeszkedik.
Ha az egyenesnek és siknak egy kozos pontja van, azt mondjuk, hogy az
egyenes dofi (metszi) a sikot, vagy hogy a sik metszi az egyenest, és kozos
pontjukat diféspontnak vagy metszéspontnak nevezziik. Ha egy egyenesnek és
egy siknak nincs kozos pontja, akkor az egyenes és a sik pdrhuzamos. Egy
egyenes és egy sik lehet tehdt illeszkedd, metsz6 vagy parhuzamos.
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