e GUATRO

MODELOS DE ECUACIONES
SIMULTANEAS

Una mirada informal al trabajo empirico publicado en administracién de
empresas y en economia revelara que muchas relaciones econémicas son del
tipo uniecuacional. Por esta razon, se han dedicado las tres primeras partes de
este libro a modelos de regresion uniecuacionales. En tales modelos, una variable
(la variable dependiente Y) se expresa como funcién lineal de una o mas variables
(las variables explicativas, las X). En tales modelos, un supuesto implicito es
que la relacién causa-efecto, de existir, entre Y v X es unidireccional: las variables
explicativas son la causa y la variable dependlente es el efecto.

Sin embargo, hay situaciones en las cuales existe una influencia bidireccional
entre las variables econdémicas: es decir, una variable econémica afecta otra(s)
variable(s) econémica(s) y, a su vez, es afectada por ésta(s). Asi, en la regresion
del dinero M sobre la tasa de interés r, la metodologia uniecuacional supone
implicitamente que la tasa de interés se fijé (por ejemplo, por el Sistema de la
Reserva Federal) y trata de encontrar la respuesta del dinero demandado a
cambios en el nivel de la tasa de interés. Pero, ;qué sucede si la tasa de interés
depende de la demanda de dinero? En este caso, el analisis de regresion
condicional hecho en este libro, hasta el momento, puede no ser apropiado
porque ahora M depende de r y r depende de M. Por tanto, es preciso considerar
dos ecuaciones, una que relaciona M con r y otra que relaciona r con M. Y esto
conduce a la consideracién de los modelos de ecuaciones simultaneas, modelos
en los cuales hay mas de una ecuacién de regresién, una para cada variable
interdependiente.

En la parte IV se presenta una introduccién muy elemental y casi heuristica
al complejo tema de modelos de ecuaciones simultaneas, dejando los detalles
para las referencias.

En el capitulo 18 se presentan diversos ejemplos de modelos de ecuaciones
simultaneas y se muestra por qué el método de minimos cuadrados ordinarios,
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considerado anteriormente, es generalmente inaplicable para estimar los
parametros de cada una de las ecuaciones en el modelo.

En el capitulo 19 se considera el denominado problema de identificacion.
Si en un sistema de ecuaciones simultaneas que contiene dos o mas ecuaciones
no es posible obtener valores numéricos de cada parametro en cada ecuacién
porque las ecuaciones no son observacionalmente distinguibles o se parecen
mucho entre si, entonces se tiene el problema de identificacién. Asi, en la
regresion de la cantidad Q sobre el precio P, ¢es la ecuacién resultante una fun-
cion de demanda o una funcién de oferta, ya que Q y P forman parte de las dos
funciones? Por consiguiente, si se tiene informacién sobre Q y P solamente y no
hay otra informacién, sera dificil, si no imposible identificar la regresién como
la funcién de demanda o la funcién de oferta. Es indispensable resolver el pro-
blema de identificacién antes de proceder a la estimacion, pues no saber lo que
se esta estimando hace que la estimacién por si misma carezca de sentido. En el
capitulo 19 se ofrecen diversos métodos para resolver el problema de la identi-
ficacion.

En el capitulo 20, se consideran diversos métodos de estimacién disefados
especificamente para estimar los modelos de ecuaciones simultaneas y se
consideran sus bondades v limitaciones.



18

MODELOS DE ECUACIONES
SIMULTANEAS

En este capitulo y en los dos siguientes, se analizaran los modelos de ecuacio-
nes simultaneas. En particular, se observaran sus caracteristicas especiales, su
estimacién y algunos de los problemas estadisticos relacionados con ellos.

18.1 NATURALEZA DE LOS MODELOS DE ECUACIONES SIMULTANEAS

En las partes I a III de este texto se trato exclusivamente con modelos unie-
cuacionales, es decir, modelos en los cuales habia una sola variable dependiente
Y vy una o mas variables explicativas, las X. En tales modelos, el énfasis estuvo
en la estimacion y/o la prediccion del valor medio de Y condicional a los valores
fijos de las variables X. Por consiguiente, la relacién causa-efecto en esos modelos
ibadelas X aY.

Pero, en muchas situaciones, tal relacién causa-efecto en un sentido, o uni-
direccional, no tiene sentido. Esto sucede cuando Y esta determinada por las X
y algunas de las X estan, a su vez, determinadas por Y. En otras palabras, hay
una relaciéon en dos sentidos, o simultanea, entre Y y (algunas de) las X, que
hace que la distincién entre variables dependientes y explicativas tenga valor du-
doso. Es mejor reunir un conjunto de variables que puedan determinarse si-
multdneamente mediante el conjunto restante de variables —precisamente lo
que se hace en los modelos de ecuaciones simultaneas—. En tales modelos, hav
mas de una ecuacion n: una para cada una de las variables mutuamente o con-
juntamente, dependientes o endogenas.' Y, a diferencia de los modelos unie-

' En el contexto de los modelos de ecuaciones simulténeas, las variables conjuntamente dependientes
se denominan variables endégenas v las variables que son realmente no estocasticas o que pueden
scr consideradas como tales, se denominan variables exégenas o predeterminadas. (Se vera mas al
respecto en el capitulo 19.)
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cuacionales, en los modelos de ecuaciones simultaneas, no es posible estimar
los parametros de una ecuacién aisladamente sin tener en cuenta la informacién
proporcionada por las demas ecuaciones en el sistema.

¢ Qué sucede si los parametros de cada ecuacién son estimados aplicando,
por ejemplo, el método de MCO, sin considerar las otras ecuaciones en el sistema?
Recuérdese que uno de los supuestos cruciales del método MCO es que las
variables explicativas X son no estocéasticas o, si lo son (aleatorias), estan
distribuidas independientemente del término de perturbacién estocastico. Si
ninguna de estas condiciones se cumple, entonces, como se muestra mas
adelante, los estimadores de minimos cuadrados no solamente son sesgados,
sino también inconsistentes; es decir, a medida que el tamario de la muestra
aumenta indefinidamente, los estimadores no convergen hacia sus verdaderos
valores (poblacionales). Asi, en el siguiente sistema hipotético de ecuaciones,?

Yii = ABIU +ﬁ12}; +y1]X1f +u, (18'1'1)

YJ;.; = ﬁzn + 21K; +}'2|le +H2£ (18'1‘2)

donde Y, y Y, son variables mutuamente dependientes, o endégenas, X, una
variable exégena, v u, y u, son los términos de perturbacién estocastica, las
variables Y| y Y, son ambas estocasticas. Por consiguiente, a menos que pueda
demostrarse que la variable explicativa estocastica Y, en (18.1.1) esta distribuida
independientemente de u, y que la variable explicativa estocastica Y, en (18.1.2),
esta distribuida independientemente de u,, la aplicacién del MCO clasico a estas
ecuaciones individualmente conducira a estimaciones inconsistentes.

En lo que resta de este capitulo se dan algunos ejemplos de modelos de
ecuaciones simultdneas y se muestra el sesgo contenido en la aplicacién directa
del método de minimos cuadrados a tales modelos. Después de analizar el
denominado problema de identificacion en el capitulo 19, se estudiaran algunos

" métodos especiales desarrollados para manejar los modelos de ecuaciones

simultaneas en el capitulo 20.

18.2 EJEMPLOS DE MODELOS DE ECUACIONES SIMULTANEAS

EJEMPLO 18.1
MODELO DE DEMANDAY OFERTA

Como es bien sabido, el precio P de un bien y la cantidad vendida Q estan determinados por la inter-
seccion de las curvas de demanda y oferta para ese bien. Asi, suponiendo por simplicidad que las
curvas de demanda y oferta son lineales y adicionando los términos de perturbacion estocasticos u,
y U,, se pueden escribir las funciones empiricas de demanda y oferta como

Funcién de demanda: Qf= oy + ay P+ Uy, o, <0 (18.2.1)

Funcion de oferta: Qi= B+ By P+ Uy, B, >0 (18.2.2)

Condicién de equilibrio: R e

(continua)

? Esta notacién econémica, aunque autoexplicativa, sera generalizada a mas de dos ecuaciones en
el capitulo 19.



CAPITULO DIECIOCHO: MODELOS DE ECUACIONES SIMULTANEAS 693

EJEMPLO 18.1 (continuacion)

donde @ = cantidad demandada
¥ = cantidad ofrecida
t = tiempo

y las ay  son los parametros. A priori, Se espera que «,, sea negativa (curva de demanda con pen-
diente hacia abajo) y que 3, sea positiva (curva de oferta con pendiente hacia armba).

Ahora bien, no es muy dificil ver gue Py Q son variables conjuntamente dependientes. Si, por
ejemplo, u,,en (18.2.1) se modifica debido a cambios en otras variables que afectan a Q7 (tales como
el ingreso, la riqueza y los gustos), la curva de demanda se desplazara hacia arriba si u,, es positiva
y hacia abajo si u,, es negativa. Estos desplazamientos se muestran en la figura 18.1.

Como lo muestra la figura, un desplazamiento en la curva de demanda cambiaa Py a Q. En for-
ma similar, un cambio en u,, (ocasionado por huelgas, clima, restricciones sobre las imporiaciones o
las exportaciones, etc.) desplazara la curva de oferta, afectando nuevamente a Py a Q. Debido a
esta dependencia simultanea entre Qy P, u,,y P,en (18.2.1) y U,,y P,en (18.2.2) no pueden ser in-
dependientes. Por consiguiente, una regresion de Q sobre P como en (18.2.1) violaria un supuesto
importante del modelo clasico de regresion lineal, a saber, el supuesto de no correlacion entre la(s)
variable(s) explicativa(s) y el término de perturbacion.

Precio
>

0 Qq
Cantidad Cantidad

Cantidad

FIGURA 18.1 Interdependencia del precio y de la cantidad.
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EJEMPLO 18.2
MODELO KEYNESIANO DE DETERMINACION DEL INGRESO

Considérese el modelo keynesiano simple de determinacion del ingreso:

Funcion consumo: Ci=p,+pY,+ u 0= By« (18.2.3)

Identidad del ingreso: Y,=C+ L(=8) (18.2.4)
donde C = gasto de consumo

Y = ingreso

I = inversion (se supone exogena)

S = ahorro

t = tiempo

u = término de perturbacion estocastico
By B; = parametros

El parametro 3, se conoce como la propension marginal a consumir (PMC) (la cantidad de gasto de
consumo extra resultante de un dolar extra de ingreso). De la teoria econdmica, se espera que 3, se
encuentre entre Oy 1. La ecuacion (18.2.3) es la funcion consumo (estocastica); y (18.2.4) es la iden-
tidad de ingreso nacional, que significa que el ingreso total es igual al gasto de consumo total mas el
gasto de inversion total, entendiendo que el gasto de inversion total es igual al ahorro total. Gréafica-
mente, se tiene la figura 18.2.

De la funcion consumo postulada y de la figura 18.2, es claro que Cy Y son interdependientes y
que no se espera que Y, (18.2.3) sea independiente del término de perturbacion porque cuando u, se
desplaza (debido a una diversidad de factores contenidos dentro del término de error), entonces la
funcién consumo también se desplaza, la cual, a su vez afecta a Y,. Por consiguiente, una vez mas el
método clasico de minimos cuadrados no es aplicable a (18.2.3). De aplicarse, los estimadores ob-
tenidos de dicho método seran inconsistentes, como se vera mas adelante.

el

Yoz el

Consumo, inversion

0 Ingreso nacional

FIGURA 18.2 Modelo keynesiano de determinacion del ingreso.
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EJEMPLO 18.3
MODELOS DE SALARIO-PRECIO

Considérese el siguiente modelo tipo Phillips de determinacion de salarios monetarnios y precios:

W, = a, + a,UN, + o, P, + u,, (18.2.5)
F‘:,f =By + B, Wrr + B, Ffr + P Mr Uy (18.2.6)
donde W = tasa de cambio de los salarios monetarios

UN = tasa de desempleo, %
P = tasa de cambio de los precios

R = tasa de cambio del costo de capital
M = tasa de cambio del precio de las materias primas importadas
t = tiempo

u,, U, = perturbaciones estocasticas

Puesto que la variable precio P entra en la ecuacion de salarios y la variable salarios W entra en la
ecuacion de precios, las dos variables son conjuntamente dependientes. Por consiguiente, se espera
que estas variables explicativas estocasticas estén correlacionadas con las perturbaciones estocasticas
pertinentes, haciendo que, una vez mas, el metodo clasico MCO sea inaplicable para estimar indivi-
dualmente los parametros de las dos ecuaciones. |

EJEMPLO 18.4
EL MODELO IS DE MACROECONOMIA

El conocido modelo IS, o de equilibrio del mercado de bienes, de la macroeconomia® en su forma no
estocastica puede expresarse como

Funcion consumo: C: =B+ 58 Yy Q< fi=<]1 (18.2.7)
Funcion de impuestos: T,= o+ oY, O<a <1 (18.2.8)
Funcion de inversion: =Y+ nh (18.2.9)
Definicion: Y, = Y —T (18.2.10)
Gasto del gobierno: Gt =G (18.2.11)
Identidad del ingreso nacional: Y, = G+ L+ G, (18.2.12) |

donde Y = ingreso nacional
C = gasto de consumo
[ = inversion neta planeada o deseada
G = nivel dado de gasto del gobierno
T = impuestos
Y, = ingreso disponible
r = tasa de interés

(continua)

*“El esquema de equilibrio en el mercado de bienes, o esquema IS, muestra combinaciones de
tasas de interés y de niveles de producto tales que el gasto planeado iguala al ingreso.” Véase Rudiger
Dornbusch y Stanley Fischer, Macroeconomics, 3a. ed., McGraw-Hill, Nueva York 1984 p. 102. Ob-
sérvese que, por simplicidad, se ha supuesto que no existe el sector de comercio exterior
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EJEMPLO 18.4 (continuacion)

Si se sustituye (18.2.10) y (18.2.8) en (18.2.7) y se sustituye la ecuacion resultante por C, asi
como la ecuacion (18.2.9) y (18.2.11) en (18.2.12), debe obtenerse

Ecuacion I1S: Y, =n,+m.r, (18.2.13)
Bo — B + 7, +G
donde g =
‘ 1- ﬁ1(1 R ":11}
(18.2.14)
" o 1
1 Te ﬁ‘l (1_{11}

La ecuacion (18.2.13) es la ecuacion de IS, o de equilibrio del mercado de bienes, es decir, da las
combinaciones de tasa de interés y de nivel de ingreso tales que el mercado de bienes se despeja
o esta en equilibrio. Geométricamente, la curva IS se muestra en la figura 18.3.

¢ Qué sucederia si se fuera a estimar, por ejemplo, la funcion consumo (18.2.7) en forma aislada?
., Se podrian obtener estimaciones insesgadas y/o consistentes S, y ,? Tal resultado no es probable
puesto que el consumo depende del ingreso disponible, el cual depende del ingreso nacional Y, que
a su vez depende de ry G, como también de otros parametros que entran en m,. Por consiguiente, a
menos que se consideren todas estas influencias, es probable que una simple regresion de C sobre
Y, produzca estimaciones sesgadas y/o inconsistentes de f, y f;.

¥

Tasa de interés

IS

Ingreso

FIGURA 18.3 Curva IS.

EJEMPLO 18.5
MODELO LM

La otra mitad del famoso paradigma IS-LM es el LM, o relacién de equilibrio en el mercado monetario,
gue da las combinaciones de tasa de interés y nivel de ingreso tales que el mercado monetario sea
despejado, es decir, la demanda de dinero sea igual a su oferta. Algebraicamente, el modelo, en la
forma no estocastica, puede expresarse como:

Funcion de demanda de dinero: M= a + bY,— cr, (18.2.15)
Funcion de oferta de dinero: Mi=M (18.2.16)
Condicion de equilibrio: M= M; (18.2.17)

(continua)
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EJEMPLO 18.5 (continuacion)

donde Y =ingreso, r=tasa de interés yh? = nivel supuesto de oferta monetana, por esempio. & deter-

minado por el Banco de la Reserva Federal.
Igualando las funciones de demanda y oferta de dinero y simplificando, se obtens

Ecuacion LM: Y=g+ A, M+ Ar, (18.2.18)
donde
Ao = —alb
Ay =1/b (18.2.19)
A, =clb

Para un M = M dado, la curva LM que representa la relacién (18.2.18) es como se muesira en la
figura 18.4.

Las curvas IS y LM respectivamente, muestran que un ordenamiento completo de tasas de interes
es consistente con el equilibrio en el mercado de bienes y un ordenamiento completo de tasas de in-
teres es compatible con el equilibrio en el mercado monetario. Por supuesto, solamente una tasa de
interés y un nivel de ingreso sera consistente simultaneamente con los dos equilibrios. Para obtener
éstos, todo lo que debe hacerse es igualar (18.2.13) y (18.2.18). En el ejercicio 18.4 se le pide mos-
trar el nivel de la tasa de interés y del ingreso que es simultaneamente compatible con el equilibrio en

los mercados de bienes y de dinero.

=
LM(M =M)

Tasa de interés

Ingreso

FIGURA 18.4 Curva LM,

EJEMPLO 18.6
MODELOS ECONOMETRICOS

Los modelos de ecuaciones simultaneas han sido ampliamente utilizados en la construccion de modelos
economeétricos llevados a cabo por diversos econometristas. Un pionero en este campo fue el profesor
Lawrence Klein de la Wharton School de la Universidad de Pensilvania. Su modelo inicial, conocido
como el Modelo 1 de Klein es el siguiente:

Funcion consumo: C,= [y + B, P,+ B.(W+ W), + B, P, + Uy,

(continua)
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EJEMPLO 18.6 (continuacion)

Funcion de inversion: Iy = Bs + BsPi+ B Py + Br Ky + Uy
Demanda de trabajo: W, = By + Bo(Y+ T— W),

+ Pio(Y+ T= W)y + Byt + uy,

(18.2.20)
Identidad: Y+ T,=C+ 1+ G,
Identidad: o= W, + W +P
ldentidad: K= Ky 4
donde C = gasto de consumo

| = gasto de inversion

G = gasto del gobierno

P = utilidades

W = nomina del sector privado

W' = némina del gobierno

K = existencias de capital

T = impuestos

Y = ingreso después de impuestos
t = tiempo

u,, U, y u, = perturbaciones estocasticas*

En el modelo anterior, las variables C, I, W, Y, Py K son consideradas como variables conjuntamente
dependientes o enddgenas y las variables P, ,, K., vy Y,, se consideran como predeterminadas.” En
total, hay seis ecuaciones (incluyendo las tres identidades) para estudiar la interdependencia de las
seis variables endogenas.

En el capitulo 20 se vera la forma como se estiman tales modelos econometricos. Por el momento,
obseérvese que debido a la interdependencia entre las variables endogenas, en general, no son inde-
pendientes de los términos de perturbacion estocasticos, lo cual, por consiguiente, hace que la apli-
cacién del método MCO a una ecuacion individual en el sistema sea inapropiado. Como se muestra
en la seccidon 18.3, los estimadores asi obtenidos son inconsistentes; éstos no convergen a sus ver-
daderos valores poblacionales aunque el tamano de la muestra sea muy grande.

18.3 SESGO EN LAS ECUACIONES SIMULTANEAS:
INCONSISTENCIA DE LOS ESTIMADORES MCO

Como se plante6 anteriormente, el método de minimos cuadrados no puede
aplicarse para estimar una sola ecuacion pertinente al sistema de ecuaciones si-
multaneas si una o mas de las variables explicativas estan correlacionadas con
el término de perturbaciéon en esa ecuacion, porque los estimadores asi obtenidos
son inconsistentes. Para mostrar esto, considérese nuevamente el modelo kev-
nesiano simple de determinacién del ingreso dado en el ejemplo 18.2. Supéngase
que se desean estimar los parametros de la funcién consumo (18.2.3). Supo-
niendo que E(u,) = 0, E(u;) = 0%, E(u, u,,;) = 0 (paraj#0 )y cov ([, u,) = 0, que

*L.R. Klein, Economic Fluctuations in the United States, 1921-1941, John Wiley & Sons, Nueva

York, 1950.
" El constructor de modelos debera especificar cuales de las variables en un modelo son endogenas

v cudles son predeterminadas. K, ; v Y, son predeterminadas porque, en el tiempo ¢, sus valores son
conocidos. (Se vera mas sobre este aspecto en el capitulo 19.)
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son los supuestos del modelo cléasico de regresién lineal, se demuestra primero
que Y, v u, en (18.2.3) estan correlacionados y luego se prueba que Ses un
estimador inconsistente de f3,.

Para probar que Y, y u, estan correlacionados, se procede de la siguiente
manera. Sustitiyase (18.2.3) en (18.2.4) para obtener

}/: :ﬁﬂ+ﬁi}']r+ar+'[:

es decir,

i (18.3.1)

Ahora bien,

_ 5 1
E”U‘1mﬁj+L41L (18.3.2)

donde se hace uso del hecho de que E(u,) = 0 y de que siendo I, exégeno o prede-
terminado (porque esta fijo con anterioridad), tiene como su valor esperado /..
Por consiguiente, restando (18.3.2) de (18.3. 1), resulta

Y - E(Y)=—" (18.3.3)

Ademas,
u—-E(u)=u, (¢Por qué?) (18.3.4)

de donde
cov(Y, u)=E[Y —E(Y)llu - E(u,)]

_E@)
B ] = ﬁl

2

o)

) I_Fﬁl

Puesto que o’ se ha supuesto positivo (¢por qué?), la covarianza entre Y y u
dada en (18.3.5) tiende a ser diferente de cero.® Como resultado se espera que Y,
y u, en (18.2.3) estén correlacionadas, lo cual viola el supuesto del modelo clasi-
co de regresién lineal respecto a que las perturbaciones son independientes
o por lo menos no estan correlacionadas con las variables explicativas. Como se
mencioné anteriormente, los estimadores MCO en esta situacion son inconsis-
tentes.

utilizando (18.3.3) y (18.3.4) (18.3.5)

6 - . - . .
Sera mayor que cero siempre que f3, la PMC, se encuentre entre 0 y 1; y sera negativa si 3, es
mayor que la unidad. Por supuesto, un valor de PMC mayor que la unidad no tendria mucho sentido
econémico. En realidad, se espera que la covarianza entre Y, vy u, sea positiva.
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Para mostrar que el estimador MCO J, es un estimador inconsistente de f,,
debido a la correlacién entre Y, y u,, se procede de la siguiente manera:

p -2 -0 -Y)
| (Y, -Y)
_2cy
Y, 18.3.6
_2Cy, ( ‘
2y

donde las letras mintisculas, como es usual, indican desviaciones de la media
(muestras). Sustituyendo por C, de (18.2.3), se obtiene

s _ 2B, +BY +u)y
ﬁl - Z 2
Y,
ﬁ Ey.* r (18.3.7)
Xy,

donde, en el ultimo paso, se hace uso del hecho de que Yy, =0y CYy,/2y?) =1

(¢por qué?).
Si se toma el valor esperado de (18.3.7) en ambos lados, se obtiene

E(B)=p + E[m] ) (18.3.8)

Infortunadamente, no puede evaluarse E(Xy,u,/>y?) puesto que el operador de
valor esperado es un operador lineal. [Nota: E(A/B) # E(A)/E(B).] Pero, intuiti-
vamente, debe quedar claro que a menos que el término (Xy,u,/Xy?) sea cero, B,
es un estimador sesgado de f3,. Pero, ¢no se ha demostrado en (18.3.5) que la co-
varianza entre Yy u es diferente de cero y que, por consiguiente, B, no estaria
sesgado? La respuesta es no del todo, puesto que cov (Y,, #,), un concepto po-
blacional, no equivale exactamente a X y,u,, que es una medida muestral aunque,
a medida que el tamafio de la muestra aumenta indefinidamente, el tltimo ten-
dera hacia el primero. Pero si el tamafio de la muestra aumenta indefinidamente,
entonces puede recurrirse al concepto de estimador consistente y averiguar qué
le sucede a 3, a medida que #, el tamario de la muestra, aumenta indefinidamente.
En resumen, cuando no puede evaluarse explicitamente el valor esperado de un
estimador, como ocurrié en (18.3.8), se puede centrar la atencién hacia su com-
portamiento en una muestra grande.

Ahora bien, se dice que un estimador es consistente si su limite de proba-
bilidad,” o plim para abreviar, es igual a su verdadero valor (poblacional). Por
consiguiente, para demostrar que S, de (18.3.7) es inconsistente, se debe de-

"Véase el apéndice A para la definicion de limite de probabilidad.
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mostrar que su plim no es igual al verdadero ,. Aplicando las reglas de limite
de probabilidad a (18.3.7), se obtiene®

plim (51 )= plim (B,) + plim {Zy,zj,]
2y,

— plim (ﬁ,)+plim[zy*u‘ ’”)

2y, In
_B+ plim (X yu /n)
- plim (X y /n)

(18.3.9)

donde, en el segundo paso, se ha dividido Xyu, y 2y; por el nimero total de
observaciones en la muestra, , de tal manera que las cantidades en los paréntesis
son ahora la covarianza muestral entre Yy u y la varianza muestral de Y, res-
pectivamente. A

En palabras, (18.3.9) establece que el limite de probabilidad de S, es igual al
verdadero 8, mas la razén del plim de la covarianza muestral entre Y y © con
respecto al plim de la varianza muestral de Y. Ahora, a medida que el tamario 7
de la muestra aumenta indefinidamente, se esperaria que la covarianza muestral
entre Y v u se aproxime a la verdadera covarianza poblacional E[Y, - E(Y)) ]z, -
E(u)], lacual, de (18.3.5), esigual a [¢*/(1 - ,)]. En forma similar, a medida que
n tiende a infinito, la varianza muestral de Y se aproximara a su varianza po-
blacional, es decir o37. Por consiguiente, la ecuacién (18.3.9) puede escribirse

COomo
plim (B,) =B +GE/(;;_'B‘)
o o (18.3.10)
B

Dado que 0 < B, < 1 y que 6’y 03 son ambas positivas, es obvio, de la ecuacién
(18.3.10), que plim ( ;) serd siempre mayor que f3;; es decir, 3, sobreestimara al
verdadero B,.” En otras palabras, 3, es un estimador sesgado y no importa qué

tan grande sea el tamafo de la muestra, el sesgo no desaparecera.

18.4 SESGO DE LAS ECUACIONES SIMULTANEAS:
EJEMPLO NUMERICO

Para demostrar algunos de los puntos planteados en la seccién anterior,
considérese nuevamente el modelo keynesiano simple de determinacion del

ingreso dado en el ejemplo 18.2 y efectuese el siguiente estudio de Monte Carlo. "

8Como se afirmé en el apéndice A, el plim de una constante (por ejemplo ;) es la constante
misma y el plim de (A/B) = plim(A)/plim(B). Obsérvese, sin embargo, que E(A/B) # E(A)/E(B).
°En general, sin embargo, la direccion del sesgo dependeri de la estructura del modelo particular

v de los verdaderos valores de los coeficientes de la regresion.
' Tomado de Kenneth J. White, Nancy G. Horsman y Justin B. Wyatt, SHAZAM: Compuuter Handbook
for Econometric for Use with Basic Econometrics, McGraw-Hill, Nueva York, pp. 131-134.
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TABLA 18.1

Y, C I u,

(1) ) © @)
18.15697 16.15697 2.0 —0.3686055
19.59980 17.59980 2.0 —0.8004084E-01
21.93468 19.73468 2.2 0.1869357
21.55145 19.35145 22 0.1102906
21.88427 19.48427 2.4 —-0.2314535E-01
22.42648 20.02648 2.4 0.8529544E-01
25.40940 22.80940 2.6 0.4818807
22.69523 20.09523 2.6 —0.6095481E-01
24.36465 21.56465 2.8 0.7292983E-01
24.39334 21.59334 2.8 0.7866819E-01
24.09215 21.09215 3.0 ~-0.1815703
24.87450 21.87450 3.0 —0.2509900E-01
25.31580 22.11580 3.2 —0.1368398
26.30465 23.10465 3.2 0.6092946E-01
25.78235 22.38235 3.4 —0.2435298
26.08018 22.68018 3.4 —0.1839638
27.24440 23.64440 3.6 —-0.1511200
28.00963 24.40963 3.6 0.1926739E-02
30.89301 27.09301 3.8 0.3786015
28.98706 25.18706 3.8 —0.2588852E-02

Fuente: Kenneth J. White, Nancy G., Horsman y Justin B. Wyatt, SHAZAM Computer Hand-
book for Econometrics for Use with Damodar Gujarati: Basic Econometrics, septiembre, 1985,
p. 132.

Supéngase que los valores de la inversion I se muestran en la columna (3) de la
tabla 18.1. Supéngase ademas, que

Ew,) =0

E(Hrarﬂ) = 0 (] # 0)
var (1,) = o =0.04

cov (u,, 1,) 0

Los u,, asi generados, se muestran en la columna (4).

Para la funcién consumo (18.2.3) supongase que los valores de los verdaderos
parametros se conocen y son f, =2y 3, = 0.8.

De los valores supuestos de B, v B, y de los valores generados de u,, pueden
generarse los valores del ingreso Y, de (18.3.1), los cuales se muestran en la co-
lumna (1) de la tabla 18.1. Una vez conocidos los Y, y conociendo f3;, B; y u,, pue-
den generarse facilmente los valores de consumo C, de (18.2.3). Los C, asi gene-
rados, estan dados en la columna 2.

Puesto que los verdaderos f3, v B, se conocen y nuestros errores muestrales
son exactamente los mismos que los errores “verdaderos” (debido a la forma en
que se disefié el estudio Monte Carlo), si se utiliza la informacién de la tabla
18.1 para hacer la regresion de C, sobre Y, debe obtenerse ff,=2y 3, =0.8, silos
MCO fueran insesgados. Pero, de (18.3.7), se sabe que éste no sera el caso si el
regresor Y,y la perturbacién u, estdn correlacionados. Ahora no es muy dificil
verificar, de la informacién disponible, que la covarianza (muestral) entre Y, v
u, es Yvu, = 3.8 yque Yy>= 184. Entonces, como lo indica (18.3.7), debe tenerse
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A _p oy 2YHY,
B =B+ >

:0.8-{-ﬁ (18.4.1)

184
= 0.82065

Es decir, B3, esté sesgado hacia arriba por 0.02065.
Ahora, al efectuar la regresion de C, sobre Y,, utilizando la informacion dada
en la tabla 18.1, los resultados de la regresién son

iy

C,=1.4940 + 0.82065Y,
ee = (0. 35413) (0.01434) (18.4.2)
t =(4.2188) (57.209) R? = 0.9945

Como se esperaba, la 3, estimada es precisamente la predicha por (18.4.1). A
proposito, obsérvese que la 3, estimada también esta sesgada.

En general, el valor del sesgo en 3, depende de B,, 6% y var (Y) y, en particular,
del grado de la covarianza entre Yy «.'' Como lo afirman Kenneth White ez al_,
“en esto consiste el sesgo de las ecuaciones simultaneas. En contraste con los
modelos uniecuacionales, ya no se puede seguir suponiendo que las variables
que se encuentran al lado derecho de la ecuacion no estan correlacionadas con
el término de error”.'? Téngase en mente que este sesgo permanece aun en las
muestras grandes.

En vista de las consecuencias potencialmente graves que tiene la aplicacién
del MCO a los modelos de ecuaciones simultaneas, ¢existe una prueba de simul-
taneidad que pueda indicar si en un momento dado se tiene un problema de si-
multaneidad? Una version de la prueba de especificacion de Hausman puede
utilizarse para este propésito, la cual se analizara en el capitulo 19.

18.5 RESUMEN Y CONCLUSIONES

1. En contraste con los modelos uniecuacionales, los modelos de ecuaciones
simultaneas contienen mas de una variable dependiente, o endégena, lo cual
requiere un nimero de ecuaciones igual al nimero de variables endégenas.

2. Una caracteristica tinica de los modelos de ecuaciones simultaneas es
que la variable endégena (es decir, la variable regresada) en una ecuacién puede
aparecer como variable explicativa (es decir, como regresora) en otra ecuacion
del sistema.

3. Como consecuencia, tal variable explicativa endégena se convierte en
estocastica y usualmente esta correlacionada con el término de perturbacion de
la ecuacién en la cual aparece como variable explicativa.

4. En esta situacion, el método MCO clasico no puede ser aplicado porque
los estimadores asi obtenidos no son consistentes, es decir, no convergen hacia

'1Véase la ecuacion (18.3.5).
" Op. cit., pp. 133-134.
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EJERCICIOS

Preguntas

sus verdaderos valores poblacionales independientemente de qué tan grande
sea el tamano de la muestra.

5. El ejemplo de Monte Carlo presentado en el texto muestra la naturaleza
del sesgo contenido en la aplicacion de MCO para estimar los parametros de
una ecuacion de regresion, en la cual el regresor esta correlacionado con el tér-
mino de perturbacién, que es el caso tipico en los modelos de ecuaciones si-

multaneas.

6. Puesto que los modelos de ecuaciones simultaneas son de uso frecuente,
especialmente en los modelos econométricos, diversos autores han desarrollado
técnicas alternativas de estimacion. Estas se analizan en el capitulo 20, después
de considerar el tema del problema de identificacion en el capitulo 19, un
tema que légicamente es previo a la estimacion.

18.1. Desarréllese un modelo de ecuaciones simultaneas para la oferta y la demanda
de odontélogos en Estados Unidos. Especifiquense las variables endégenas vy
exogenas en el modelo.

18.2. Desarrdllese un modelo simple de la demanda y la oferta de dinero en Estados
Unidos vy comparese ese modelo con los desarrollados por K. Brunner y A. H.
Meltzer* y R. Tiegen."

18.3. a) Para el modelo de demanda y oferta del ejemplo 18.1, obténgase la expresion
para el limite de probabilidad de ;.

b) ¢Bajo cuales condiciones este limite de probabilidad sera igual al verdade-
ro o’

18.4. Para el modelo IS-LM analizado en el texto, encuéntrense los niveles de tasa de
interés v de ingreso simultdineamente compatibles con el equilibrio del mercado
de bienes y de dinero.

18.5. Para estudiar la relacion entre la inflacién y el rendimiento de las acciones co-
munes, Bruno Oudet® utilizé6 el siguiente modelo:

R,=0y+0R,+ Ry, + L, + 05Y, + 0 NIS; + 01, + u,,

R.ﬂ‘ = ﬁl + ﬁz Rb: + ﬁERb;—l + ﬁ4L{ = ﬁSYz + ﬁﬁNISf 2 ﬁ? Er + Uy,

donde L = base monetaria real per cdpita

Y = ingreso real per cdpita

I = tasa de inflacién esperada

NIS = variable de nueva emision

E = rendimientos esperados de acciones a fin de periodo, representados
por razones rezagadas de precios de acciones
rendimiento de los bonos
= rendimiento de las acciones comunes

th
R

h1)

4]

* “ Some Further Evidence on Supply and Demand Functions for Money”, Journal of Finance, vol.
19, mavo de 1964, pp. 240-283.
"“ Demand and Supply Functions for Money in the United States”, Econometrica, vol. 32, num. 4,

octubre de 1964, pp. 476-509.
* Bruno A. Oudet, “The Variation of the Return on Stocks in Periods of Inflation”, Journal of Financial

and Quantitative Analysis, vol. 8, nim. 2, marzo de 1973, pp. 247-258.
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a) Preséntese una justificacion tedrica para este modelo y véase si su razona-
miento coincide con el de Oudet.

b) ¢Cuadles son las variables endégenas del modelo? ¢Y cuales las exégenas?

c¢) ¢Como se considerarian las R, rezagadas enddgenas o exégenas?

18.6. En su articulo, “Un modelo de distribucién de productos de marca para uso
personal en Jamaica”,* John U. Farley y Harold J. Levitt desarrollaron el si-
guiente modelo (los productos de uso personal considerados fueron crema de
afeitar, crema para la piel, panales desechables y crema dental):

Yi.=0,+BY, + BY; + BY, + uy;

Y, =, + BY) + BYs + Xy + X + Uy
Yy =05+ BY, + X5 + U

a, + Y5 + NaXy + Uy

Yoi= a5 + ByY5 + BoYsi + BioYsi + Us;

donde Y, = porcentaje de almacenes que tienen existencias del producto

Y, = unidades vendidas por mes

Y, = indice de contacto directo con el importador y con el fabricante
del producto

Y, = indice de actividad de las ventas al por mayor en el area

Y. = indice de penetracién de marca del producto en existencia (por
ejemplo, nimero promedio de marcas de un mismo producto
almacenado que mantienen los almacenes que ofrecen el producto
en venta)

X, = poblacién objetivo para el producto

X, = ingreso per cdpita en la poblacién donde se sittia el area

X, = distancia del centro de gravedad poblacional a Kingston

X, = distancia del centro poblacional al pueblo mayorista mas cercano

I

£
I

L

a) ¢Se pueden identificar las variables enddégenas y exégenas en el modelo
anterior?
b) ¢Puede estimarse una o mas ecuaciones en el modelo mediante el método
de minimos cuadrados? ¢Por qué si o por qué no?
18.7. Para estudiar la relacién entre el gasto de publicidad vy las ventas de cigarrillos,
Frank Bass utiliz6 el siguiente modelo:’

Y =0y + BYsy + BY, + 11X\ + X + uy,
Yy = 0 + BiYs, + BiYy, + Xy, + 14X, + 1y,
Yoo= 0+ PeYo + BYo + tiy
Y, = @+ B,Y,, + BeYs + 8y

donde Y, =logaritmo de las ventas de cigarrillos con filtro (nimero de
cigarrillos) dividido por la poblacién mayor de 20 anos
Y, = logaritmo de ventas de cigarrillos sin filtro (nimero de cigarrillos)
dividido por la poblacién mayor de 20 anos

* “A Model of the Distribution of Branded Personal Products in Jamaica”, Joural of Markering Re-
search, noviembre de 1968, pp. 362-368.

"“A Simultaneous Equation Regression Study of Advertising and Sales of Cigarettes”, Journal of
Marketing Research, vol. 6, agosto de 1969, pp. 291-300.
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Y, = logaritmo del valor de la publicidad en délares de cigarrillos con
filtro dividido por la poblacién mayor de 20 afos, dividido por el
indice de precios de la publicidad.

Y, = logaritmo del valor de la publicidad en délares de cigarrillos sin
filtro dividido por la poblacién mayor de 20 afios, dividido por el
indice de precios de la publicidad.

X, = logaritmo del ingreso personal disponible dividido por la poblacién
mayor de 20 afos, dividido por el indice de precios al consumidor

X, = logaritmo del precio por paquete de cigarrillos sin filtro dividido
por el indice de precios al consumidor.

a) En el modelo anterior las Y son endégenas y las X son exdgenas. ¢Por qué
supone el autor que X, es exdgena?
b) Si X, se considera una variable endégena, ;cémo se modificaria el modelo

anterior?
18.8. G. Menges desarroll6 el siguiente modelo econométrico para la economia de

Alemania Occidental:*

Y=o+ BYo, + Bl +uy,

I, = Bs + BiY, + BsQ, + uy,

C,= B+ BY, + BC,, + BP, + uy,
Q, = Byp+ By Qg3 Pl 4 iy,

donde Y = ingreso nacional
I = formacion neta de capital
C = consumo personal
Q = utilidades
P = indice del costo de vida
R = productividad industrial
[ = tiempo
u = perturbaciones estocasticas

a) (Cuiles de las variables se considerarian endégenas y cuales exégenas?
b) ¢Hay alguna ecuacién en el sistema que pueda estimarse mediante el método
de minimos cuadrados uniecuacional?
¢) ¢Cual es la razén para incluir la variable P en la funcién consumo?
18.9. L. E. Gallaway y P. E. Smith desarrollaron un modelo simple para la economia
de Estados Unidos, que es el siguiente:’

Y =C+L %G
Cr % ﬁl + ﬁ}! YDr—i + ﬁﬁMr + Uy,

=0+ Bs(Y_, - Y., + BeZ, . + Uy
G, = B; + BsG, + uy,

* G. Menges, “Ein Okonometriches Modell der Bundesrepublik Deutschland (Vier Strukturgleichun-

gen)’, LF.O. Studien, vol. 5, 1959, pp. 1-22.
"“A Quarterly Econometric Model of the United States”, Journal of American Statistical Association,

vol. 56, 1961, pp. 379-383.
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donde Y = producto nacional bruto
C = gasto de consumo personal
I = inversién privada doméstica bruta
G = gasto del gobierno mas inversién extranjera neta
YD = ingreso disponible, o después de impuestos
M = oferta monetaria al principio del trimestre
Z = ingreso patrimonial antes de impuestos
{ = tiempo
u,, U, y iy = perturbaciones estocasticas

Todas las variables estan medidas en forma de primeras diferencias.

Basados en la informacion trimestral de 1948-1957, los autores aplicaron el
método de minimos cuadrados a cada ecuacién individualmente v obtuvieron
los siguientes resultados:

C, = 0.09 + 0.43YD, , + 0.23 M, R?=0.23
I,=0.08 +043(Y,_,-Y,_,) +0.48 Z, R? = 0.40
G, =0.13 + 0.67G,_, R? = 0.42

a) (Coémo se justifica el uso del método de minimos cuadrados uniecuacional

en este caso?
b) (Por qué son los valores R’ relativamente bajos?

Problemas
18.10. Enlatabla 18.2 se da la siguiente informacién sobre Y (producto interno bruto),
C (gasto de consumo personal) e I (inversién privada doméstica bruta), en miles
de millones de délares de 1996, en Estados Unidos, para el periodo 1970-1991.
Supéngase que C esta relacionada linealmente con ¥ como en el modelo key-
TABLA 18.2 GASTO DE CONSUMO PERSONAL, INVERSION PRIVADA DOMESTICA BRUTA Y PIB, ESTADOS

UNIDOS, 1970-1999 (MILES DE MILLONES DE DOLARES DE 1996)

Observacion C / Y Observacion (o / Y
1970 2317.5 436.2 3578.0 1985 3820.9 863.4 : 57171
1971 2 405.2 485.8 3 697.7 1986 3981.2 857.7 59124
1972 2 550.5 543.0 3 998.4 1987 4113.4 879.3 5113.3
1973 26759 606.5 4123.4 1988 4 279.5 902.8 6 368.4
1974 2 653.7 561.7 4 099.0 1989 4 393.7 936.5 6 591.9
1975 2710.9 462.2 4084 .4 1990 44745 907.3 6 707.9
1976 2 868.9 5856.5 4 311.7 1991 4 466.6 829.5 6 676.4
1977 2992 .1 639.4 4511.8 1992 4594.5 899.8 6 880.0
1978 3124.7 713.0 4 760.6 1993 4748.9 977.9 7062.6
1979 3 203.2 735.4 49121 1994 4 928.1 1107.0 73477
1980 3193.0 655.3 4 900.9 1995 5075.6 1140.6 75438
1981 3 236.0 715.6 5021.0 1996 5237.5 1242.7 78132
1982 3 275.5 615.2 4913.3 1997 5423.9 1393.3 8 159.5
1983 3 454.3 673.7 5132.3 1998 5678.7 1 566.8 8 515.7
1984 3 640.6 871.5 5505.2 1999 5978.8 1669.7 8 8758

Notas: C = gasto de consumo personal

| = inversion privada domeéstica bruta

Y = producto interno bruto (PIB)

Fuente: Economic Report of the President, 2001, tabla B-2, p. 276.
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18.11.

18.12.

nesiano simple de determinacién del ingreso del ejemplo 18.2. Obténganse esti-
maciones MCO de los parametros de la funciéon consumo. Guardense los resul-
tados para una revisién posterior de la misma informacién, utilizando los
métodos desarrollados en el capitulo 20.

Utilizando la informacién dada en el ejercicio 18.10, efecttiese la regresion de la

inversion doméstica bruta I sobre el PIB v guarde los resultados para ser exa-
minados nuevamente en un capitulo posterior.
Considérese la identidad macroeconémica

C+I=Y(=GDP)
Igual que antes, supéngase que
C, =B, + BY, +u,
y, siguiendo el modelo acelerador de macroeconomia, sea
L=os+ o4 (Y=Y, )+,
donde u v v son los términos de error. De la informacién dada en el ejercicio

18.10, estimese el modelo acelerador y guardense los resultados para un estudio
posterior.



