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ALGEBRAS BOOLEANAS

George Boole, famoso matematico del siglo XIX, en el afio 1854 escribid el libro “The Laws of Thought”, que
contribuy6 para el desarrollo de una teorfa logica que utilizaba simbolos en lugar de palabras.

En el afio 1938, C. E. Shannon, quien en 1936 obtuvo los fitulos de ingeniero electricista y matematico en la
Universidad de Michigan, acepto la posicion de asistente de investigacion en el departamento de ingenierfa eléctrica
en el Instituto de Tecnologla de Massachusetts (MIT). Trabajo en el computador analogico mas avanzado de esa
era; Vannevar Bush's Differential Analyzer. En su tesis de maestria en el MIT, demostré como el algebra booleana se
podia utilizar en el andlisis y la sintesis de la conmutacion y de los circuitos digitales. Este fue el puntapié que
convirtio al dlgebra booleana en un medio indispensable para el andlisis y el disefio de computadoras electronicas.
Veremos a continuacion el concepto de Algebra de Boole -que no debe resultamos extrafio ya que, en definitiva, es
un caso particular de las redes vistas en la unidad anterior-, subalgebra de Boole, homomorfismo (0 morfismo) e
isomorfismo para estas Algebras.

Mas adelante nos ocuparemos de las funciones booleanas.

Comencemos con la definicion de Algebra de Boole:

B es un Algebra de Boole si B es una red distributiva y complementada.

Podemos decir que un conjunto parciaimente ordenado en el cual dos elementos cualesquiera tienen una
Unica cota superior minima y una Unica cota inferior maxima, complementado vy distributivo se conoce
como Algebra de Boole.

De la definicion vamos a inferir algunas observaciones:
e Elconjunto B esta ordenado.
e El primer elemento de B es Os .

e Elitimo elemento de B es 1e.
Minima cota superior > m.c.s {a,b} =avb e B
Maxima cota inferior = m.c.i {a,b} =aAb e B

e (B; v; A)esundlgebra de Boole si y solo si cumple los siguientes 5 axiomas:

1.viB2> B;A:B2> B
2.VaeB, VbeB:avb=bva
anb=bnaa
3VaeB, VbheB,VceB:av(bac)=(@avb)a(avc)
an(bvc)=(@ab)v(@anc)
4.30s eBtalqeVaeB:av 0e = a
3 1seBuriqevaeBianan l=a
5. VaeB, 3 a eBta\queav5= 1s
a/\EZOB
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e Un Algebra de Boole es un sistema dual y por lo tanto se verifica el Principio de Dualidad.

Este tema lo podés consultar en el capitulo 14 del libro de la catedra.

)ID
)

Los siguientes ejemplos pueden aclarar algunas dudas:

1. ({0, 1}; v; A) cuyas tablas de operaciones son las siguientes:

vIiO[1l]|AlO0|1
0(0j1j|0|0|0
111/1]/11(0]1

Es el Algebra de Boole trivial con el siguiente Diagrama de Hasse:

o 1

() 0

2. D ={x e Ntales que x | 10}, cona < b <>a | b es un Algebra de Boole.
Su diagrama de Hasse es el siguiente:

10

Tomemos los 4tomos para generar los nimeros X = 2°2. 5b, y=2°. 54
cona, b, c, de{0,1}
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Entonces operemos X e 'y con Vo y Ab para ver si cumplen con las propiedades:
a) Veamos si son operaciones cerradas en Dio :

X Vo y= 22Ve 5°vd ¢ Dy
X Ap Y= 227 5P ¢ Py

Porlotanto Vo e Ap son operaciones cerradas en Do .

b). Comprobemos ahora si son conmutativas:
X V y - 2av C 5b vd
5 .
= 2¢v@ 59VD oo conmutatividad del v
=y Vv, X
X Ab y= Za/\c 5b/\d
= 2678 59D oo conmutatividad del A

=y A, X
Porlotanto A, € v, son operaciones conmutativas en Dio .
¢). Probemos la distributividad de ambas operaciones:
Seaz= x= 2°.5 coneyfe {01}
XV, (YA, 2)= 285V, (2°.5% Ao 2°. 57 reemplazando los valores de X, Y, Z

— 2av (cae) 5bv(d/\f)
— 2(av c) Alave) 5(bv d A(bvi

XV, y) A, XV, 2)

Esto verifica la distributividad de Vv respecto de Ao y porlo tanto de Ao respecto de Vo,
esdecr VX € D, Vy e D, Vze Dio,secumple que:
XA, (YV,2)= (XALY) V, (XA, 2)

d) Encontremos el Qo y el 1o,
Secumpleque Vx € Duo:1 Vv, x =1V _ (2.5
Recordemos para justificar el siguiente paso que al elevar a la O cualquier base no nula obtenemos 1.

- 2(OV a) 5(0V b)
:23 5b-
=X

conlo que Oo, es 1
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Secumple que V x € Dio: 10 A, x =10 A (2°.5°)
=2.5 A, (2*.5")

:21/\a 51/\b
2% .5
=X

conlo que 1o, es 10.

e) Encontremos los complementos

Seax € Dw conx= 22 .5byseaye D1o Cony:2“5.51A b

_na b lna 1A b
Entonces X A, y=2% .5° A, 2775577

=2a/\(1/\ 5).5b/\(1/\ b)

:2(aAa)A1 5(bA b)al

:20/\1'50/\1

=29.5°

=1.1

=1

Ademés: X v, y = 2% 5%V plra gla b
— 2a\/(1/\ a) 5bv(1/\ b)

g @vinaav a) 5(bv1)/\(bv b)
2 1Al 51/\1

51 5i

10

X

Con lo cual'y

3. D2s ={x e Ntalesque x| 28 }, cona=< b <a|b NO es un Algebra de Boole.
Su diagrama de Hasse es el siguiente:

28
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No es complementada pues:

DI~ IN
(o]

non
N
o 2B -

Pero no existen 5 ni 1_4 .

Como Da2sno es una red complementada ya que hay dos elementos que no tienen complemento = no es
Algebra de Boole.

¢Se podra decir que (P(A); U; M) es un Algebra de Boole?
Intenta responder la pregunta y si no podés recurrf al tutor para que te oriente

La siguiente propiedad nos ayudara a reconocer las Algebras de Boole de las redes que no lo sean, siempre que el
conjunto esté ordenado por la divisibilidad.

Propiedad:

Sean € N, n > 2. Entonces la red distributiva:
Dn ={x €N, ta que x| n}conlarelacion "divide a” es un digebra de Boole sl y solo si

n=np. .. pf" cona €{0,1}Vi=1r, p: esunnimeroprimo V i =1, rdonde

po#= pSii=], Vi=1r.

Es decir la red distributiva alcanzara la estructura de Algebra de Boole si y solamente si el nimero n se puede
expresar como un producto de primos distintos.

En el ejemplo anterior, 28 = 4.7, es decir 28 = 2.2.7, se tiene que D2s , ordenado por la divisibilidad no es
Algebra de Boole, pero D
requerida.

b5, Si €8 dlgebra de Boole porque 231=3.7.11, es decir cumple con la condicion

Las siguientes cuestiones sintetizan 1o visto anteriormente; te recomendamos que las tengas en cuenta si queres
analizar si una red, ordenada por la divisibilidad, alcanza la estructura de Algebra de Boole.

e Elprimer elemento de Dn es ODn =1

e FEtimoelementode Dn es 1o =n

e Vae Dn,Vbe Dn:avb=m.cm{a, b} =[a; b]
e Vae Dn,Vbe Dn:anb=m.cd {a b}=(a;b)
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e EnDn:n=p* .. p" conaie{0,1} Vi P # P sii=zj, i,j=1r

e Vae Dn:a-= p’ .. pf" podemos ver que a A a=1s aqueda asi definido:

yal _agnl ar A

a= pfl . p° dedonde a= [ ¢ P P, "y se verfica que

a /\(1/\;1) a, /\(1/\;2) ar /\(1/\; r )

— — 0. 0 0
anpa=(aa)=p, p, P, = p PP, =1

Algo para tener muy en cuenta y que usamos en la demostracion anterior es que @, A (1/\ai) es siempre nulo
independientemente del valor de Q.

Por el principio de dualidad se verifica que a Vv a=n

Finalmente, la proposicion que sigue sintetiza las propiedades que se cumplen en un Algebra de Boole, que
podemos probarlas usando la definicion, es decir todas aquellas propiedades que intervienen para definir la
estructura, tales como la propiedad conmutativa y la distributiva.

Tengamos en cuenta que las propiedades que se enuncian se deducen de la definicion.

Proposicion:
En un Algebra de Boole (B; v; A) se satisfacen las siguientes propiedades:

a) Loselementos Oe y 1s son tnicos.
Demostracion:

Supongamos que O s 0’ & sean el elemento nulo o primer elemento de B. Entonces:
Osv0's =08 A0’8=0s como
0’sv 08 = 0'8A05s resutaque 0s =0’ s

De forma andloga se prueba para 1s.

b)  Todo elemento tiene un Unico complemento.
Intenta demostrarlo.

¢) Todo elemento es idempotente, es decr, Va €e B—>ava=a (ara=a)

Demostracion:
a=av Os Os es el elemento neutro para v
—av(a A a) Definicion de complemento.
=(@ava)a(av a) Propiedad Distributiva
=(ava)als Definicion de complemento.
zava 1e elemento neutro para A

Por principio de dualidad: a A @ = a.
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d) Los elementos neutros se complementan mutuamente es decir que:

0s
1s

[« N el
1

B

e) Todo elemento es involutivo, es decir a =a

f)  El elemento neutro para A (15) es absorbente para la \v; es decir que

V&EBZ&\/].B :15

Andlogamente, V a € B: a A 0s = Qs es decr, por el principio de dualidad, resulta que el
elemento neutro para v es absorbente para la A.

g) Leyes de De Morgan:

a. VaeB,‘v’beB:(avb)=a/\B
h. VaeB,VbeB: (a/\b)=av6
A Te proponemos que intentes desarrollar la demostracion de las propiedades enunciadas. Si tenés dificultades podés

consultar a tu tutor, pero te recomendamos que intentes probarlas.
Finalmente la siguiente propiedad muestra que, en un Algebra de Boole, la distributividad garantiza que los
elementos solo pueden tener un tnico complemento.
Recordemos que hay redes complementadas donde algunos elementos tenian mas de un complemento y no eran
distributivas, si no lo recuerdas puedes ir a la unidad 3 o consultarlo al libro de la catedra en el capitulo 14

Recordemos la siguiente propiedad, gue vimos en la unidad anterior y que ahora demostraremos.

En un lattice distributivo, si un elemento posee un complemento entonces este complemento es Unico.

m Demostracion:

Supongamos que un elemento a posee dos complementos by €. Lo que escribimos:
avb=1 anb=0

avec=1 anc=0
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Sabemosque: b=b Al

=bA(avc) reemplzandoav c=1
(b Aa)v (b Ac) porpropiedad distributiva
0v (bAc) reemplazandoaAb =0
(@nc)v(bac) reemplazandoaAb=0
(@v b) A (cvc) porpropiedad distributiva
(@avb)ac reemplazandocv c=c
=1AcC reemplazandoavb=1
=cC

\Veremos ahora la definicion de subalgebra de Boolet, Comencemos por la definicion formal,

Sea B un Algebra de Boole. Sea & = A < B.
A es un subdlgebra de B si (A; </A) es un Algebra de Boole.

De esta definicion podemos decir que:

1) </A = “orden restringido a A".
2) Si B es un Algebra de Boole y A es una subalgebra entonces A verifica:
JacA= acA
ilaecAbeA= avbeA
iilaeAbe A= anbeA
iv) O € A
Vil eA

E El siguiente ejemplo nos ayudara a comprender mejor el tema

(Daz ={xe Ntaquex|42}; <)con a<b < a|besunAlgebra de Boole.
Su diagrama de Hasse es el siguiente:

1 " - . )

Este no es un tema nuevo pues sabemos que el sufijo SUB... nos indica que para determinada estructura, cualquier
subconjunto que cumpla las mismas propiedades constituye una subestructura. En este caso, cualquier subconjunto
incluido en un Algebra de Boole serd una subalgebra de Boole si cumple con todos los requerimientos.
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Tomemos los conjuntos:

A ={1,42}

A= {1, 2, 21,42}

As= {1,3,14,42}
y probemos que son subalgebras.

1) A={1,42}

El diagrama de Hasse es el siguiente:

42
@)

Yo

i) Analicemos los complementos:
1=42

42 =1

Verificaquesia € A1 = ae A

i) Vae A, Vbe At >anb e A

Como a v b = [a; b] se obtiene:

Universidad Tecnoldgica Nacional
Facultad Regional Buenos Aires
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1v1i=[11]=1e A
42v1=[42;1]1=1v42=[1;42] =42 ¢ A
42 v 42 =1[42;42]1=42 € A

iii) Vae A, Vbe A =avb e A
Como a A b = (a; b) se obtiene:
IAl=(L1D)=1e A
42A1=(42;1)=1r42=(1;42)=1€ A
B AB2=(42,42)=42 € A

iv) Como Oe=1y1s =42 ¢ A

(Queda probado que Au es subalgebra.

2 A= {1,2,21,42}

El diagrama de Hasse es el siguiente:

42

i) Analicemos los complementos:

1=42

42=1

2=21

21=2

Verificaquesia € A2 = ae A

i) Vae A2, Vbe A2 =>anb € A2
V ae Da:aAa=aporidempotencia.
Vae A2: ana=(aa)=ae A

Vae Da:1< a porserlelprimer elemento =
Vae A2: 1<a=1lnra=(L;a)=1€ A
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V ae Da:a <42 = porser 42 el (ltimo elemento =
Vae Ac: ax<42=and2= (a; 42) =a e Az por propiedad de Redes.

Seaa=2yb=2lentonces2 A21=(2;21)=1€ A2
iii) Vae A2, Vbe Ao =>avb e A

V a e Da:ava=aporidempotencia.

Vae A2: ava=[a;al=ae A

Vae Da:1 < a porserl el primer elemento =

Vae A2: 1 <a=1lva=[l;a]l=1€ A

V ae Da:a<42 = porser42 el Ulimo elemento =
Vae A2: a<42=av42=J[a;42] =a e A2 porpropiedad de Redes.

Seaa=2yb=2lentonces2 v 21 =[2;21]=42 € Az

iv) Como Oe=1y1s =42 € A:
(Queda probado que Az es subalgebra.
3 As= {1,3,14,42}

Con el siguiente diagrama de Hasse:

42
3 14
1
- Se prueba de manera similar al punto anterior. Intenta hacerlo, si no podes, consulta con tu- tutor.
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Antes de continuar sinteticemos lo que hemos desarrollado hasta aca

Definimos el Algebra de Boole como una red distributiva y complementada.

Estudiamos varios ejemplos de redes algunas de las cuales alcanzaban la estructura de

Algebra de Boole y otras que no la alcanzaban.

e  Fn particular, estudiamos el caso de la red de los divisores positivos de n, ordenados por la
divisibilidad y llegamos a la conclusion de que para ser Algebra de Boole, el n debe ser un
producto de primos distintos

e Presentamos propiedades que se cumplen en toda Algebra de Boole y destacamos que la
propiedad distributiva garantiza la unicidad del complemento

e Dimos la definicidn de subdlgebra de Boole: sea B un Algebra de Boole.

Sea @ # A < B. A es un subélgebra de B si (A; <IA) es un Algebra de Boole.

Analizamos varios ejemplos.

Veremos ahora el concepto de homomorfismo (o morfismo) para Algebra de Boole - que seguramente estudiaste
en Algebra y Geometria Analitica, en relacion con los espacios vectoriales, aunque alli reciben el nombre de
transformaciones lineales.

Podemos decir que:

Un homomorfismo, (0 a veces simplemente morfismo) de un objeto matematico a otro de la misma
categoria, s una funcion que es compatible con toda la estructura relevante.

Por ejemplo, si un objeto consiste en un conjunto X con un orden <y el ofro objeto consiste en un conjunto Y
con orden {, entonces debe valer para la funcion que: si U, V son elementos de X tales que U precede a v en €l
orden establecido debe pasar que la imagen de que la funcion le asigna a U debe preceder a la imagen que le
asigna a v.

Formalizando se tiene:

Siu,ve X [ u<v, f: X— Y unhomomorfismo entonces: f(u) { f(v)

Si en estos conjuntos hay definidas operaciones binarias + y *, respectivamente, entonces debe valer que:
f(u +v) =f(u) * f(v)

Ejemplos de morfismos son los homomorfismos de grupos, y de anillos (son ofra estructura algebraica que si bien
no estudiaremos en detalle ya conocemos pues el conjunto de los enteros con la adicion y la multiplicacion, que
vimos en la unidad 1, alcanza esa estructura.
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Los morfismos, entonces son funciones que “arrastran” la estructura, pero son funciones, por 1o tanto se clasifican;
en ese caso el homomorfismo toma distintas denominaciones. Repasemos la clasificacion que volveremos a ver al
abordar el tema “grupos”.

“ Un homomorfismo que es también una biyeccion se llama isomorfismo; dos objetos isomorfos son totalmente
indistinguibles por lo que a su estructura se refiere (tengamos en cuenta que la funcion inversa también es un
homomofismo biyectivo)

* Un homomorfismo de un conjunto a sf mismo se llama endomorfismo; si es también un isomorfismo se llama
automorfismo,

*Un homomorfismo que es suprayectivo o exhaustivo se llama epimorfismo.

*Un homomorfismo que es inyectivo se llama monomorfismo.

La siguiente es la definicion formal de homomorfimos para algebras de Boole

Sean (A; v; A) Y (B; v7; A7) dos Algebras de Boole.
Una funcion f: A = B se dice homomorfismo si verifica las siguientes condiciones:

i VaeA: f(a)=f(a)

. VaecA VbeA: flavb)=f(a) Vv’ f(b)
iii. VYaecAVbeA: f(anb)=f(a) A f(b)
iv. f(0.) = 0s

v. f(L)=1

[5]  Veamos algunos elemplos

Si D, y D,, ordenados pora < b <> a| b. Los diagramas de Hasse en cada caso son:

D, D21
10 21
S i \ / - : \\
P N e N
N 7 N
2 © O s 3 O o 7
O L O L

13
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Como 10 = 2.5y 21 = 3.7 son Algebras de Boole.

En D,:avb=[a,b]
anb=(ab)

En D,;:av’b=]a b]
an’b=(ab)

En D,, se verifica que :

Definimos la siguiente funcion f: D, = D,, tal que:

f(l)=1
f(2) =3
f(5) =7
f(10) = 21

y probaremos que es un homomorfismo.

Como:
f(2)=f(5)=7
f(2)=3=7

De aca inferimos que f(i) = 1@
f(5)=f(2)=3
f(5)=7=3

De aca inferimos que f(g) = @

14 | Unidad4



ALGEBRAS BOOLEANAS ¥ ¥
f(1) =f(10) =21

De aca inferimos que f(i) = @
f(10)=f(1) =1
f(10)=21=1

Se deduce que f(iO) =f(10)
Por lo tanto, se verifica el primer punto de la definicion de homomorfismos de Algebras de Boole.

E \/eamos otro ejemplo:

En D,-avb=[ab]yen D :av’b=[ab] debemos ver que:

Vae D ,Vbe D,:f[ab]=[f(a),f(b)]
La imagen por f del minimo comin mdltiplo entre a y b debe ser igual al minimo comun mltiplo entre la
imagen por f de a y la imagen por f de b.

Vae D,=>aecll =>[aa]=a=f[aa]= [f(a),f(a)]
Por ejemplo paraa = 2 se obtiene: f[2, 2] = f (2) =3

Y [f(2), f(2)] =[33] =3

Es decir que: T [2, 2] = [f(2), f(2)]

Por ejemplo para a = 5 se obtiene: f [5, 5] =f (5) =7
Y [f5) fG)] =[7,7]1=7
Es decir que: T [5, 5] = [f(5), f(5)]

Vae D,=~aecll =[l,a]l=a=f[l,a]= [f(1),f(d) ] =f(a)
Por gjemplo paraa = 2 se obtiene: f[1,2] =1 (2) =3

Y [f(1), f(2)] = [1.3] =3

Es decir que: T [1, 2] = [f(2), f(2)]

Vae D, =>aell =[10,a]=a=f[10,a] = [f(10), f(a)] =f(10) =21
Por ejemplo para a = 2 se obtiene: T [10, 2] = (10) =21

Y [f(10) f(2)] =21, 3] =21

Es decir que: T [10, 2] = [f(10), f(2)]

Nos queda considerar el casodea =2y b =5:
f[25]= f(10)=21

Y [f(2) f(5)] =[3,7]=21

Es decir que: T [2,5] = [f(2), f(5)]
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Por lo expuesto, se verifica el punto 2 de la definicion de homomorfismos de Algebras de Boole.

2. Deigual forma se puede probar que se cumple la condicion 3.

Vae D, >aell = (aa)=a="f(aa) = (f(a), f(a))

Por ejemplo para a = 10 se obtiene:
(10, 10) = f(10) = 21.

Vae D, =aell = (L;a)=1=f(1,a) = (f(1), f(@)) = (1, f(a)) = 1

Por ejemplo para @ = 2 se obtiene:
f(1,2) =f(1) = 1.

Vae D, >ael] =(10,a)=a=f (10, a) = (f(10), f(a) ) = f(a)
Por ejemplo para @ = 2 se obtiene: f (10, 2) =f(2) =3

Y (f(10), f(2)) = (21,3) =3

Es decir que: f (10, 2) = (f(10), f(2))

Nos queda considerar el casodea=2yb =5:
f(25)=1(1)=1

Y (f(2),f(6) =3, 7)=1

Es decir que: T (2, 5) = (f(2), (5))

No tenemos en cuenta mas casos ya que f(a, b) = f(b, a) = (f(a), f(b)) = (f(b), f(a))
Se verifica el punto 3 de la definicion de homomorfismo.

Por la forma en que definimos f se verifican los puntos 4 y 5 de dicha definicion. Como  por definicion es biyectiva,
resulta ser un isomorfismo.

Si ahora miramos los diagramas de Hasse que hicimos al comenzar el desarrollo del ejemplo vemos que son
iguales.

La siguiente proposicion aplica el concepto de homomorfismo a subalgebras y a la composicion de
homomorfismos.

Sean (A; v A)y (B; v A7) dos Algebras de Boole. Sea f: A = B un homomorfismo, se verifica que:

I. Si A es subdlgebra de A es (A ) sublgebra de B.
ii. SI(A;<1 )y (B;<2)yax bentonces f(a) <2 f(b).
iii. (C; v’"; A7) es un élgebra de Boole y
g: B = C es un homomorfismo, es § o T : A = C un homomorfismo.

A Intenta hacer la demostracion; si no te sale podés consultar con tu tutor o verla en el Capitulo 15 del libro de la
catedra.
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Tengamos en cuenta la siguiente definicion de isomorfismo de Algebra de Boole pues permite modelizar distintas
situaciones.

Si f: A = B es homomarfismo biyectivo f se dice isomarfismo y en ese caso las Algebras de Boole A
y B son isomorfas v se indica A ~ B.

Es decir que dos Algebras de Boole son isomorfas si son la misma &lgebra con distintos nombres para los
elementos.

Si-aln no te queda claro volvé a consultar el ejemplo de las algebras Doy D21 que fue el ejemplo de presentacion
de los homomorfismos de grupos. Fijate que si en alguna de ellas ponés el nombre de los elementos de la otra no
tenés alteracion alguna, son isomorfas.

Las siguientes definiciones de A’lgebya de Boole atomica y finita son muy Utiles para entender el nimero de
elementos que puede tener cualquier Algebra de Boole.

Un Algebra de Boole es atdmica si todo elemento no nulo, es decir todo elemento que no sea el Oa, 0
sea el primer elemento, es precedido por un atomo.

E \Veamos 10s siguientes ejemplos:

1. Sea A={a, b} enonces PA) ={ I, {a}, {b}, {a, b} }
En (P(A); <) los &omos son {a} vy {b}; su diagrama de Hasse es el siguiente

{a, b}
AN
e \\
e N
AN
/ AN
@ O O o}
\\ //
\ //
\ P e
e
a

Algo muy importante es que V' A en el digebra de Boole ( P(A); < ) los dtomos son los conjuntos
unitarios.
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2. En({0,1}); v; A ) dadas por:

Vv 0 1 A 0 1
0 0 1 0 0 0
1 1 1 1 0 1

Comha<boavb=beocanb=areuta0 <1

El diagrama de Hasse correspondiente es asi:

donde el Unico atomo es 1.

Fn ([10; 11) = R; <) con X< y < X <y no hay &tomos.

¢ Podrias explicarlo? Si tenés alguna duda sobre este tema planteala en el foro y entre todos tratamos de encontrar
la solucion.

Tengamos en cuenta las siguientes observaciones

a.  Un dlgebra de Boole es sin atomos si no tiene atomos (como en el punto 3. del ejemplo).
b. Sif: A > B esisomorfismo de élgebras de Boole y a € A es dtomo de A entonces
f(a) es un 4tomo en B.

El teorema siguiente nos muestra que toda algebra de Boole finita es isomorfa al conjunto de partes de sus atomos,
por lo tanto debe tener la misma cantidad de elementos que son 2". (Recuerden que en la primera unidad
probamos, usando induccion matematica, que el conjunta de partes de cualquier conjunto A con tenia 2")

Sea (A\; v; A) un algebra booleana finita y A el conjunto de atomos. Entonces (A; v; A) es isomorfo al sistema
algebraico definido por la red (P(A);<).

Recordemos que (P(A):<) es una red complementada que es la red (P(A);U;N) que es un Algebra de Boole.
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La importancia de esta propiedad es que existe un dlgebra booleana Unica y finita de 2" elementos para cualquier
entero N > 0. Ademés, no existen otras algebras booleanas finitas.

Esto indica que si B es un 4lgebra de Boole finita necesariamente tiene 2" elementos.

\Veamos algunos ejemplos que seguramente nos serviran para aclarar dudas

1. Sean D,, y D,, conlarelacion a< b < a|b.

El siguiente es uno de los homomorfismos que existen entre las Algebra de Boole dadas, f: D
definido por:

30 70

f(1) =1
f(5) =7
f(3) =5
f(2) =2
f(15) = 35
f(10) = 14
(6) = 10
f(30) = 70

Como ejercicio proba que f es homomorfismo. Si te animas, podés definir otras funciones biyectivas que sean
homomorfismos, ¢sabés cuantas son? Si tenés alguna duda plantéasela al tutor o consulta el libro de la catedra en

el capftulo 15.

Como los dtomos de D, son {2,3,5} y los de D, son{2, 5,7} alguna de las posibiidades para que

f: D,, - D,, seaisomorfismo es:

2>5
322
5>7

Se prueba faciimente que f es biyectiva y resulta entonces D,, = D,

Anora construyamos f: D, = D, de forma que:

f(2) = 10
f(3) = 14
f(5) =7
f(30) = 70
f(1)=1
f(15) = 35
f(6) =5
f(10) = 2
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Es biyectiva pero no es homomorfismo (es decir no puede ser isomorfismo), dado que:

da=2e D, falqueaesaomode D,,

yf(@) =10 € D,, perono es dtomo de D, ,entonces no respeta la estructura ordenada

70"’

La siguiente proposicion formaliza todo 1o que estuvimos trabajando:

Si(B; v; A) es un algebra de Boole finita y A es el conjunto de atomos de B, entonces B = g0 (A).

Cuestiones a tener en cuenta:
e Toda algebra de Boole finita tiene atomos.

e Si B esunégebra de Boole finita, existe n e [ tal que |B| = 2"
e Si Ay B sondos Algebras de Boole finitas de igual cardinal entonces son isomorfas.

E El siguiente ejemplo puede aclarar estos conceptos

Sea (D, ;<) dondea < b < a|b. Sabemosque D, es unélgebra de Boole.
Su diagrama de Hasse es:

El conjunto de dtomoses A ={ 2, 3 }
Bl cardinal de Dy es | D, | =4 = o (A).

Sabemos que (g ( A);< ) es un algebra de Boole. Su diagrama de Hasse es:
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{2, 3}

{3}

15

Estableceremos el homomorfismo f: D, = g0 (A) de forma tal que:

1)=&

f(2) = {2}

f(3) = {3}
f(6)={2, 3} = A

f es biyectiva. Verifiquemos la definicion, si no la recordas tené en cuenta que
si (A; v; A) Yy (B; v'; A7) son dos Algebras de Boole.

Una funcion f: A = B es un homomorfismo si verifica las siguientes condiciones:

1. acA: f(@)=f(@)

2. acAVbeA: f(avb)=f(a) Vv’ f(b)
3. aeA VbeA: flaab)=f(a) A f(b)
4, £(0.)=0,

5 f(L)=L

1. Vae D,: f(a)=f(a)
Vae p(A): f(a)=f(a)

1=6 = 6
=3 =

En DG:

1
=2

Nl
wl

Enp(A): T=A= A=
2= ={={2}

2. YVae A VbeB:flavhb)=1(a) v’ f(b)
En D,:avb=m.c.m.{a, b} =[a, b]

1 @ (A): f(a) v’ f(b) = f(a) U f(b)
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Vamos a probar que V a € D, V be D, : f([a, b]) = f(a) U f(b)
Vae D;:[a a] =a= f([aa]) = f(a) U f(a) = f(a) por idempotencia de la operacion U

Vae D;:[1,a] =a= f([1, a]) = f(a)
= @ U f(a) por & es neutro para la operacion U
= f(1) U f(a) por definicion de f: f(1) = &

Vae D,:[a 6] =a= f([a, 6]) = f(6) = A por definicion de f.
= f(a) U A por propiedad absorbente de U
= f(a) U f(6) por definicion de f.

Nos queda considerar para el caso [2, 3]

[2,3]=6
f([2,3]) =1(6) ={2,3} =A y fQQU Q) ={2} U {3} ={2,3} = A

Por lo que: T([2, 3]) = f(2) U (3)

Se prueba de idéntica forma para el m.c.d., que indicamos (a, b)
Como ejercicio te pedimos que intentes probarlo.

Sintetizando:

e Repasamos el concepto de homomorfismo ya visto en Algebra y Geometria
Analitica

e Vimos que, segtin la clasificacion de la funcicn f, los homomorfismos pueden
ser: isomorfismo, endomorfismo, epimorfismo 0 monomorfismo.

e Definimos los morfismos para Algebra de Boole, tal que:
Sean (A; v; A) v (B; V’; A’) dos Algebras de Boole.
Una funcion f: A > B se dice homomorfismo si verifica las siguientes
condiciones:

Vii VaeA: f(a)= f(a)

Vii. VaeA VbeA: f(avh)=f(a) V' f(h)
Vii. VaeA VbeA: f(anb)=f(a) A f(h)
ix. £(0.)=0s

x.  fL)=1
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e Analizamos distintos ejemplos
Vimos que las Algebras de Boole finitas siempre tienen tomos y las que tienen
el mismo cardinal son siempre isomorfas y por lo tanto tienen el mismo
diagrama de Hasse

e Fnunciamos y analizamos la propiedad que muestra la razon por la que las
Algebras de Boole finitas tienen siempre 2" elementos.

Avancemos ahora con las funciones en Algebra de Boole.

Funciones en un Algebra de Boole.

Para representar el objeto mas pequerio e indivisible en una computadora digital s6lo hay dos posibilidades: usar el
0O o el 1. Todos los programas Y datos ser reducen a combinaciones de bits. Los circuitos electronicos permiten
que estos recursos de almacenamiento se comuniquen entre sf. Un bit en una parte de un circuito se transmite a
otra como voltaje; se necesitan dos niveles de voltaje.

En este punto de la unidad nos ocuparemos de 10s circuitos combinatorios. Los datos de salida de un circuito
combinatorio estan univocamente determinados para toda combinacion de datos de entrada.  Un circuito
combinatorio no tiene memoria, es decir que los datos de entrada anteriores y el estado del sistema no afectan los
datos de salida de un circuito combinatorio.

Los circuitos combinatorios pueden construirse utilizando dispositivos de estado solido, llamados compuertas, que
son capaces de hacer cambios de nivel en el voltaje (bits).

Los circuitos se clasifican en combinatorios y secuenciales:

e (Circuitos combinatorios: los datos de salida de un circuito combinatorio estan univocamente determinados
para toda combinacion de datos de entrada. Un circuito combinatorio no tiene memoria; los datos de
entradas anteriores y el estado del sistema no afectan los datos de salida de un circuito combinatorio.
Estos seran los circuitos que desarrollaremos en esta unidad.

e (ircuitos secuenciales: son los circuitos que tienen como datos de salida una funcion que depende de los
datos de entrada y del sistema. De estos circuitos nos ocuparemos en la unidad 7.

La importancia de las funciones booleanas radica en que pueden ser representadas esquematicamente en un
circuito para obtener la “salida” en funcion del valor de las variables de “entrada”.
Veamos ahora las definiciones:

e Unacompuerta Y (AND) acepta X1 y X2 como datos de entrada, en donde X1 y Xz son bits, y se
produce un dato de salida que se denota X1 A Xz, en donde:

1 s Xa=1AX2=1
Xin X2
0 en otro caso.
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Una compuerta Y se simboliza como se indica a continuacion:

XAY

-1

e Unacompuerta O (OR) acepta X1 y X2 como datos de entrada, en donde X1 y Xz son bits; se
produce un dato de salida que se denota X1 v Xz, en donde:

1 siXa=1lv X2=1
Xiv X2 =
0 enotro caso.

Una compuerta O se simboliza como se indica a continuacion:

X \

Xvy

-2

e Una compuerta NO (NOT) o inversor acepta X como dato de entrada, en donde X es un hit, y se produce
un dato de salida que se denota X, en donde:
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1 six=0
six=1

Una compuerta NO se simboliza como se indica a continuacion:

\eamos ahora la definicion de funcion booleana

Si (B; v; A) es un Algebra de Boole llamamos funcion booleana de n-variables a:
f:B">B

Algunas observaciones para tener en cuenta:

i. nellyB"=B x B x..x B, nveces.
ii. ae B"<a=(a;a,;...;a)conaecB,vi=1n.

iii. a e B" sedice n-upla.
B" estd ordenado con el orden de la propasicion 4 de redes, es decir,

(a;a,;...;a) <(b;b,;...;b)=a<h,vVi=1n.
iv. Fo= {f: f es funcion booleana}
V. Si (B; v; A) es un Algebra de Boole suele indicarse (B +; ).
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V‘O 1/\‘0 1
Si| B={0,1};0 ({0 1,00 0 |yf:B"—>Benonces d =00 & =1,V
111 11|01

i=1,n.
v f(a;a,;...;a,)=00 f(a;a,;...;a)=1

vi. Si se trabaja con el dlgebra de Boole del punto anterior y se quiere obtener el valor de
f(X,5 X,5...s X,,) Se Usan las tabas de verdad vistas en logica.

Por ejemplo:

f1B° > B/f(X:;Xe Xa) = (Xin Xe) V Xa

La tabla de verdad correspondiente es:

X1 X2 X (XlA Xz)V X3
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 0
x1
X2

I-1

) {>o y

X3 1-3
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Enumeramos todas las posibles combinaciones de los valores de los datos de entrada X1, X , Xs  Debemos

tener en cuenta que es la misma forma de trabajar que con las tablas para l0gica proposicional, que vimos en la
primera unidad.

Veamos como se frabaja: para un conjunto de datos de entrada dado puede calcularse el valor del dato de salida v,
trazando el flujo a fravés del circuito.

Por gjemplo, la quinta fila de la tabla anterior proporciona el valor de salida y para los valores:

X1 =1
XZ:O
X3:0

Si Xi=1y X2= 0, el dato de salida de la compuerta Y es O, tal como se muestra en la siguiente gréfica.

Yaque X3 =0, los datos de entrada de O son ambos 0. Entonces el dato de salida de la compuerta O es 0.
Como el dato de entrada de la conexion NO es O, se obtiene el dato de salida y = 1.

x1l=1
x2=0 0
-1
0
o y=1
x3=0 -3

Veamos ahora el concepto de expresion booleana que es muy importante ya que cada funcion boolena proviene de
alguna expresion booleana. En el Ultimo ejemplo:

f1B° > B/f(Xi;Xe:Xo) = (Xin Xe) V Xs

Si observamos la tabla de la pagina anterior podemos ver que en cada fila, en la Gltima columna, aparece el valor O
0 el valor 1, 4qué significa?, significa que la expresion booleana planteada nos ofrece una funcién boolena en cada
“rengldn de la tabla” y en el que se analizo, el caso (1; O; Q) el valor de esa funcion es 1

Daremos ahora la definicion, en forma recursiva:
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Una expresion booleana o polinomio booleano en n variables es p(X,; X, X, ..., ) .Se satisfacen las
siguientes reglas:

1) X1, X2,..., Xa SON expresiones booleanas.

2) 0, 1 son expresiones booleanas.

3) S p(x,:x,;.5x,) ¥ ylx;x,;.5x, ) son expresiones booleanas entonces:
P(x:x, X ) vVog(x;x,;..x,)

Plxsx,ax ) Aylx;x,;..x,)
s0n expresiones booleanas.

4) Sip(x,:x,;...x_ )es una expresion booleana entonces p(x,;x,;...X, ) €S una expresion
booleana.
5) Toda expresion booleana en las variables xcon i = 1, n se obtiene usando alguna de las reglas
anteriores.

Veamos el siguiente ejemplo

£122 = Zol T £ (x:%,:%,) = XA (X2 V x3)

La tabla de verdad correspondiente es:

X1 X X3 Xl/\(X—zv X s)
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 1

Daremos a continuacion algunos conceptos que nos resultaran de mucha utilidad para trabajar con funciones
booleanas.

e Dos expresiones booleanas son equivalentes siy solo si sus funciones booleanas correspondientes son
iguales.

Ejemplo:
Sean son equivalentes:

1. f(xl;xz):(xle2)= Y,
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Rl ol ofx

| ol ol X

o|lo|o|l k|

2. f(Xl;Xz):(;lv Xz) =Y,

|| ol of X
=1 =1k
ol ool r|x<

Son equivalentes debido a que tienen las mismas tablas de verdad, pero hay que tener en cuenta que en las
graficas de los circuitos se ve que pueden no tener el mismo nimero de compuertas.

e Un minitérmino en las variables X, ..., X s una expresion booleana de la forma:

P(X;: XX )= Y, AY, Av. Ay enlacualcada y, es X, obien X .
Tengamos en cuenta que:

Podemos decir que un minitérmino de n variables es una “conjuncion” de N literales en el que todas las
variables deben estar representadas.

Para aclarar, veamos el siguiente gjemplo

1) P(X: X, X,) = XaA X2 A Xs es un minitermino de 3 variables.

2) p(X:X,:X,) = XtA Xz noesun minitermino de 3 variables

e Una expresion booleana de n variables estan en forma normal disyuntiva o en forma canénica de minitérminos
sies de la forma siguiente:

P(X X, X)) = (Y, AY, A AY,) vV (Y, AY, Ae AY,)
VvV, AY, A AY ) donde y, =x 0y =x Vi=1,n.

Es decir que la expresion booleana de n variables esta dada en forma canonica de minitérminos si es una “suma
booleana” de “conjunciones " donde en cada “conjuncion” aparece cada una de las n variables o su complemento.
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Supongamos ahora que estamos trabajando con una expresion booleana de 3 variables, /cudl es el nimero
maximo de minitérminos que se pueden armar?, para eso conviene recordar que cada fila de la tabla de la
expresion boolena es un minitérmino, y como hay 8 filas el nimero pedido para 3 variables es 8, eso se puede
generalizar si tenemos en cuenta que 8 = 23, si el nimero de variables fuera 2, tendriamos 4 = 22 | es decir 4
minitérminos, en general se tiene que el nimero méximo de minitérminos para n variables es 2".

Podemos dar entonces la siguiente definicion:

Una expresion booleana de n variables dada en forma candnica de minitérminos se dice completa i

] W o
tiene elementos 2 miniterminos

Algo para tener en cuenta

Sip(X: X,:... X )esta dada en forma canonica de minitérminos entonces la forma candnica completa de

miniterminos es: P(X; X, ;. X )V P(X; X5 X )

E \Veamos el siguiente ejemplo

Supongamos una funcion que esta dada como la una expresion siguiente:

f(x:x,:x,) = (X1 AX, ) \ (X2 AX, ) y se desea encontrar la forma normal disyuntiva de f.
Recordemos que podemos usar todas las propiedades vélidas en un Algebra de Boole
Comenzamos distribuyendo X, -

(xlvxz) AX, = (x1 /\x3)v(x2 /\x3)

Aunque esto representa la expresion booleana como una combinacion de términos de la forma a A b, ésta no es
la forma normal disyuntiva pues todos los simbolos X , X, y X, no estan contenidos en cada uno de los
términos. Esto se soluciona faciimente de la siguiente manera:

(x1 /\xg)v(x2 /\xg) = (x1 AX, /\1)v(x2 AX, /\1)

Ahora vamos a reemplazar el 1 (neutro para la A) y usar la definicion de complemento, en el primer término con
X2 y en el segundo término con Xi :

:(xl/\x3 A vx_z))v(xz AX, A(XNZ))
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Distribuyendo:

= ((X1 AX, /\xz)v<X1 A X, /\xz))v((x2 A X, /\Xl)le(x2 AX, /\Z))

Conmutando y asociando convenientemente obtenemos:

= (Xl/\X2 /\XS)V<X1/\X2 /\XS)\/<X1/\X2 /\XS)\/(XI/\X2 /\X3)

El primer y tercer término son iguales por 1o que utilizando idempotencia:

= (X1 /\X2 /\XS)\/(Xl /\X2 /\X3)\/<X1 N X, /\X3)

que corresponde a la forma normal disyuntiva de f (o forma candnica en minitérminos)

Dado que estamos trabajando en un Algebra de Boole podemos encontrar el enunciado dual de minitérmino, o
llamamos maxitérmino y su definicion es la que sigue:

Una expresion booleana de 11 variables es un maxitérmino si es de la forma siguiente:
Ple:x,ux )=y, VY, V..Vy dnde y =x oy =x Vi=1n.

Observemos que un maxitérmino de n variables es un disyuncion o “suma booleana” de n literales.

Los siguientes ejemplos serviran para aclarar alguna duda:

1) p(X: X, X,) = X VX, VX, es un maxitermino de 3 variables.

2) P(X:X,:%,) = X; V X, noesun maxitermino de 3 variables.

Una expresion booleana de n variables esta en forma normal conjuntiva 0 en forma candnica de

maxitérminos si s de la siguiente forma:
Plr:x,mx )=(y, Vy,V..Vy IA(y,Vy,V..Vy )A.y, Vy V..Vy)

donde y, = x, 0y, =x Vi=1,n.
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Una expresion booleana de N variables esta dada en forma canonica de maxitérminos si es una

conjuncion de sumas booleanas donde en cada suma aparece cada una de las n variables o su
complemento.

Como en el caso de la forma normal disyuntiva (o canonica en minitérminos), se tiene que:

Una expresion booleana en n variables dada en forma canonica de maxitérminos se dice completa si tiene
2" maxitérminos.

E El siguiente ejemplo aclarara algunas dudas que se puedan presentar

Supongamos una funcion que esta dada como una expresion booleana como:

Seap (X%, %, ) = (X v X)A(X, v X)

Se desea dar su forma normal conjuntiva, observamos que ninguno de los paréntesis es un maxitérmino.

Agregamos el elemento neutro para vV Qe :
(x1 \ xg)/\(x2 \ xg): (x1 VX, vOB)/\(X2 V X, VOB)
0s = X /\X_l
0s = X, /\X_2
Operando queda:

p(Xl;Xz: X3) =(X1 VX, v(x2 /\Z))/\(X2 VX, v()(1 /\Z))
Distribuyendo:

: ((xlv Xs v xz)/\(xlv xst))/\((xlv xzvxs)/\(Zv XzVXs))

El primer y tercer término son iguales por 1o que utilizando idempotencia:
= <X1\/ X3V X2)/\(X1\/ X2V Xs)/\(X1\/ X2V Xs)

que corresponde a la forma normal conjuntiva.,
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Concretando

S p(X;X,:..;X ) esta dada en forma canonica de maxitérminos entonces la forma canonica completa de

maxiterminos es: p(xl; X, ;o X, ) A p(xl; Xy 5o Xn)

Tengamos en cuenta:

Siuna expresion booleana de N variables esta dada en forma canonica de minitérminos su dual esta en forma
canonica de maxiterminos.

Repasemos y sinteticemos lo estudiado:

= Vimos las definiciones de compuertas Y (AND),O (OR) y NO (NOT) con sus
representaciones.

= Definimos funcidn booleana de n-variables y vimos un ejemplo.

= Analizamos con detalle cuando una expresion esta dada en forma candnica de
maxitérminos o de minitérminos.

. Antes de pasar a la Unidad 5, resolvé los ejercicios del trabajo practico de funciones booleanas.
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