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Série n° 2

Exercice 1 1) Déterminer et représenter le domaine de définition Dy de la fonction suivante :

f(z,y) =In(1l - zy).

2) Dy est-il un ensemble ouvert, fermé ou compact dans R™?

Correction : 1) Le domaine de définition de la fonction f est :

Dy ={(v,y) e R* | zy <1}.

Soit la fonction
o: R? — R
(z,y) — 1-ay.
» Comme ¢ est continue sur R? (fonction polynéme), |0, +o00| est un ouvert de R et Dy = ¢~ (]0, +o0]),
alors Dy est un ensemble ouvert de R2.

» Dy n’est pas fermé dans R2. En effet, la suite (1 — %, 1)n>1est une suite d’éléments de Dy telle que :

lim (1-21,1)=(1,1) et (1,1)¢ Dy.

n—-+o00

» Dy n’est pas compact dans R? puisqu’il n'est pas fermé.
Remarques : i) Notons que D¢ n’est pas borné dans R2. En effet, la suite (n, 0),,>1 est une suite d’éléments
de Dy et on a :

dim |(2,0)], = lim n = +oo.

1) La fonction f est continue sur son domaine de définition. En effet on a :
o f=Inoy,
e © est continue sur Dy (fonction polynome),
o In est continue sur |0, +oo],
o p(x,y) >0 pour tout (x,y) € Dy (c-a-d ¢ (Dy) C ]0,400]).

Donc f est continue sur Dy (composée de deux fonctions continues).

Exercice 2 Calculer les limites suivantes :

2 2 s
i)y lim  ZEe i) lim  (Ee?)siny i) lim /S ging,
(@,y)—(0,0) T 1Y (2.9)—(1,0) y (2,9)—(0,0) v



. i . 3 3
Correction : » i) (x,y%liﬂo,o) izizz (FI:9).

(z,y)#(0,0)

On pose : f(x,y) = i;igz Alors on a :

Dy =R™N{(0,0)} et (0,0) € Dy.

De plus on a :

V(ey) €R? 2l <@ ylly et |yl <z ),
car ||(z,y)lly = vVa? +y* = Va2 = |z| et [[(z,y)lly = Vy* = ly|. Donc

V(zy) e R el + Iy <20 y)l5-

Par suite
[2* + 1y _ 2095 _ 20 y)l;
V(z,y) € R*\ {(0,0 0<|f(z,y) < < = =2||(z,y)ll,-
(z,y) {(0,0)} fleo)l < = oy TR 1z, 9)lla
z® + 9P
Comme lim |(z,y)|, =0, on a d’aprés le théoréme d’encadrement : lim ——5 =0
(2,9)—(0,0) (z.y)—(0,0) T2 +y
(z,9)#(0,0)

Autre méthode : On pose :
x=rcos et y=rsind our>0 et 0€0,2r]. (Voir schéma)
11 est clair que (x,y) — (0,0) si et seulement si r — 0, puisque x> + y?> = r2. Par suite on a :

3 b= y3 . 3 .. 3
(w,y)lg%Oﬁ) pop = }}E%T‘ [cos® () + sin® ()] =0
(z,9)#(0,0)

d’aprés le théoréme d’encadrement (—2r < r [cos® (9) + sin® (6)] < 2r).

.. . 1+w2+y2) siny 0
> 1 (o2 +y?)siny FI: 3).
R v ( o)
y#0
2 2 :
On pose : f(x,y) = W Alors on a :

Dy = {(z,y) €R2]y7$0} et (1,0) € Dy.

La fonction (z,y) — 1 + 22 + 32 est continue sur R? (fonction polynome), donc

lim (1422 +4%) = f(1,0)=2. 1
(wyy)H(LO)( Y ) f3,0) @
D’autre part, on a :
im Y _ XY g (2)
(zy)—(1,0) Y y—=0 Yy
y#0 y#0

Attention : la fonction (z,y) — % est une fonction & deux variables. On dit que c’est une fonction



qui ne dépend pas de la variable x, ou encore c’est une fonction qui ne dépend que de la variable y.

On déduit alors de (1) et (2) que

(1 + 22 + y2) siny siny

lim = lim (1 + 22+ y2) X lim =2
(z,y)—(1,0) (Y (z,y)—(1,0) (z,y)—(1,0) Y
y70 y#0 y#£0
> iii) iy JHEEE siny (FI 2 00.0).
y>0
On pose : f(z,y) = \/szi—"stiny. Alors on a :
Df:{(x,y)€R2]y>0} et (0,0) € Dy.
De la méme maniére que dans ii), on a :
im %:limwzo et lim /1422442 =1.
(zy)—(00) Y  y—=0 y (z,y)—(0,0)
y>0 y7#0 y>0
Par suite
I [ 1422442 siny — li m N, li siny =1x0=
(Ly)lE%O,O) Y Y (wyy)IE%O,O) "N\ (w,y)lir%O,O) VY
y>0 y>0
Exercice 3 Ftudier l'existence des limites suivantes :
_sinzsiny 1 1 z|"Jy| = Lo, 3,0 € R.
ey \/E il oo Va? + g2 ) oy Ot Bho
(afvy)s‘é (z,y)#(0,0) (z,y)#(0,0)
Correction : z) Sinzsiny (FI:9).

—»(00 Vizl+/1y]
( y)7#(0,0)

» On pose : f(x,y) = S2ISMY_ Alors on a :

Vil
Dy =R™N{(0,0)} et (0,0) € Dy.

D’autre part, on a pour tout x # 0 :

|sin z|

- 2] |=’L’!
= siny| < < V||
|z + /1yl Vizl+ v !y| Viz

puisqu’on a : |sinz| < |x| et [siny| <1 V(z,y) € R%

sin x sin y
|z + /Iyl

Comme |f(0,y)| = 0 pour tout y # 0, on a :

f@ ) <Vizl  ¥(z,y) € RA{(0,0)}.

lm smxsmy
(2,9)—(0,0) VIzl+/Tul
(x,y)#(0,0)

Par suite on a :



.. . In(z+eY) .0
1) (x,yglf%o,o)\/@ (FI: 7).

(2,y)#(0,0)
» On pose : f(x,y) = In(zder)
’ Varity?
Alors x + €Y > 0 dans un voisinage de (0,0) puisque  lim  (z+e¥Y) = 1. Donc f est définie dans un

(2,y)—(0,0)
voisinage de (0,0) sauf en (0,0).

De plus (0,0) € Dy puisque (%,O) — (0,0) et (%,O) € Dy pour tout n > 1.

D’autre part, on a :

lim f(z,y) = hmf(O y) = hm n’existe pas dans R.

(2:5)—(0,0) —0ly|
=0 et y#0 ZHéO y;é()
Done  lim  f(x,y) n’existe pas dans R.
(z,y)—(0,0)
(2,9)#(0,0)
On peut aussi le prouver en remarquant que
. In(x+1) , .
lim f(z,y) = hmf(w 0) = lim ———— n’existe pas dans R.
(2:4)—(0,0) a=0 |z
x#0 et y=0 m7£0 z#0
li |z|*y]” v o, 3,0 € R.
141) (:p,y)lgl(o,o)( ey LRS! B,0

(z,y)#(0,0)

al, 1B
On pose : f(x,y) = (LZQLZJJ)U. Alors Dy dépend des valeurs de o, B et o et on a :

Dy C R {(0,0)} et (0,0) € Dy.

Une condition nécessaire et non suffisante pour lexistence de la limite est son existence suivant toutes
les droites passant par (0,0) .

On cherche d’abord la limite suivant la droite d’équation “y = ax” avec a # 0. On a alors :

0 st a+ 3> 20

; _ lal®  |z[*]z® _ lal® a+p—20 __ B .
o o) £ (@09) = 1y Bt = lim oy [al =9 didr sia+B=20
y=az et x#0 70 70

+oo  sia+f < 20.

On distingue alors les trois cas suivants :

Premier cas : On suppose que o+ 3 > 20. Alors on a :

Y (z,y) € R? 2| < (@5 et |y’ < (x5 -

D’ou s
(e}
[z, y)l5

g =M@l Y@y e,

0 < f(a,y) <



Comme  lim x, o829 _ 0 alors on a :
N [CRAIT
(z,9)#(0,0)
lim z,y) = 0.
(r,y)—>(0,0)f( v)
(z,y)#(0,0)

Deuziéme cas : Sia+ =20 on a :

= A veeRr
f(xa y) (1+a2)0 ac .

lim
(z,y)—(0,0)
y=ax et x#£0

Cette limite dépend de a, donc f n’admet pas de limite en (0,0).

Troisiéme cas : Sia+ 3 < 20 on a :

(m,yglﬂomﬂm’y) - e
y=z et z#0
Done f n’admet pas de limite en (0,0) dans R.
En conclusion, la limite de f existe en (0,0) si et seulement si o+ 8 > 20. Dans ce cas cette limite est
nulle.
Remarque : Si a <0 (resp. § <0), la limite suivant la droite d’équation x =0 (resp. y = 0) n’a pas de

sens car aucun des points de ces deux droites n’appartient a Dy.
Exercice 4 Soit R™ muni d’une norme ||.|| et soit 'application f : R™ — RT définie par :
flz) ==z VzeR"

Montrer que f est continue sur R™.

Correction : On sait, d’aprés l'inégalité triangulaire, que :
Ve,y e R" |zl = llylll < lly — [l

Donc on a :
Ve,y e R"  [f(z) = f()] < lly — .
Par suite f est lipschitzienne et elle est alors uniformément continue sur R™. Il en résulte que f est

continue sur R™.

Exercice 5 Etudier la continuité de la fonction f définie sur R? par :

V1—x2— 1?2 si w2 +y? <1
f(z,y) = L
0 st x+ 1yt > 1.
Correction : Soient V. = {(z,y) e R* | 2?+y? <1} et W = {(z,y) e R?| 2? +y* > 1}. Soit le
cercle C = {(z,y) e R? | 2? +y> =1}.
V et W sont deux ouverts dans R? car Uapplication
0: R? — R
(z,y) — 2”4y



est continue sur R%, V = o= (]—o0,1[) et W = o 1(]1, +o0]).

D’autre part, la restriction fyyuc de f a VUC est continue sur VUC, car c’est la composée deux fonctions
continues [(x, y)—1—a? —y? ettt —s \/ﬂ . En particulier la restriction fjy de f a'V est continue sur
louvert V.

De méme la restriction fyy de f a W est continue sur W puisqu’elle est constante.

D’aprés la remarque (2.2.4) du cours, f est alors continue sur V et W car ils sont des ouverts de R2.
Par suite elle est continue sur 'ouvert V.U W.

Etudions maintenant la continuité de f en tout point du cercle C.

Soit (a,b) € C. Donc f(a,b) =0 et (a,b) € (VUC).

D’autre part (a,b) € W. En effet si a > 0 (resp. a < 0), la suite (a+ %,b)n>1 [resp. (a— %’b)n>1]
converge vers (a,b) et ses termes sont tous dans W. . .

D’autre part on a :

o (z,y) = f(a,b) =0 et e (z,y) =0
(z,y)evuC (z,y)eW
puisque flyuc est continue sur V.U C et fiy est nulle sur W. Comme R2 = (VUC)UW, on a, d’aprés
la remarque (2.1.10) du cours : (@y)liﬁ)l(a’b)f(x,y) = f(a,b) = 0.
Par suite f est continue sur C.
Il résulte de ce qui précéde que f est continue sur R2 =V UW U C.

On peut aussi établir la continuité de f en un point (a,b) de C en remarquant que :

|f(z,y) = fla,b)| = flz,y) < V[1—a? —y?|  V(z,y) € R?

et en utilisant le théoréme d’encadrement.

Exercice 6 Soit la fonction f : R? — R définie par :

4

:DZyTyél S (.%',y) 7é (070)

0 si (z,y) = (0,0).

f(z,y) =

1) Pour tout a € R, on considére la droite A, = {(z,y) € R?*| y=ax}.
a) Montrer que R? = ( URAQ> UDg ot Dy = {(z,y) e R* | z=0}.
ac

b) Montrer que :

(z,y%igtoﬂ) flz,y)=1 et (x,y%iir%om flz,y)=0 VaeR.
(z,y)€Do\{(0,0)} (z.y)€Aa\{(0,0)}
c¢) Conclure.
2) En considérant la suite (xp, yx) = % % montrer que f n’est pas continue en (0,0).
Correction : a) Il est clair que ( ) Dy CR2.
Inversement, si (z,y) €R? alors (x,y) < ) U Dy puisque

6



-si x =0 alors (z,y) € Dy,
stz #0, onay= (%) z et par suite (v,y) € Au.
b) Soit a € R. Alors

1 . 4,4 . 4 2
(z y%f}o 0) fl@,y) = lim o le = lim 730, = 0.
(x:y)eAa\{(O,O)} 377&0 1750

D’autre part, on a :
lim flz,y) = limY =1,
(z,y)—>(0,0) yHOy
(x,9)€Do\{(0,0)} Y40
¢) On a, d’aprés b) :
(z,)—(0,0) (z,y) # £(0,0)
(z,y)€Do\{(0,0)}

Donc f n’est pas continue en (0,0).
2) Considérons la suite (Tg, yi)k>1 = (kg, %)k>1' Ona:

kggoo(k%,%):(o,o) et limf (75, %) = lim

Donc f n’est pas continue au point (0,0).

1

Notons que la suite (k2, tend vers (0,0) swivant la courbe

r={(xy) e ®)| y=af.

%) keN*

Remarquons aussi que la restriction de f sur R\ (0,0) est continue puisque c’est une fraction rationnelle.

Comme R2\ (0,0) est un ouvert de R? alors f est continue sur cet ensemble.

Exercice 7 (Contréle de rattrapage, 12 — 13)
Soit la fonction f : R? — R3 définie par :

f(z,y) = (cosz,sinx cos y, sin z sin y) VY (z,y) € R%

1) Montrer que f est continue sur R2.

2) a) Vérifier que f (R?) C S (Ogs,1), ot S (Ogs, 1) est la sphére unité de R® muni de la norme
euclidienne.
b) Soit (r,s,t) € S (Ogs,1). Montrer qu’il existe (z,y) € R? tel que : (r,s,t) = f (z,y).
(On distinguera les casr =1, r = —1 et |r| #1).

3) Montrer que S (Os, 1) est connexe par arcs dans R3.

Correction : La fonction f est définie sur R%. D’autre part, comme les projections
pr:(zy)—a et py:(z,y)—y
sont continues sur R?, les fonctions

(x,y) —> cosz, (z,y)r— cosy, (xz,y)—sinz et (z,y)+— siny



sont continues sur R? comme composées de fonctions continues. Donc les trois fonctions composantes de
f sont continues sur R? et par suite f est continue sur R?.

2) a) Montrons que f (R?) C S (Ogs,1). On a pour tout (z,y) € R?:

(If (z,9)]l,)> = (cosz)?+ (sinxcosy)? + (sinzsiny)?

2 2

= cos?z +sinzcos?y + sin? xsin?y

2

= cos?z +sinz(cos?y +sin?y) = cos?x +sin’x = 1.

Par suite on a :
f(z,y) = (cosz,sinz cosy,sinzsiny) € S (Ogs, 1)  V(z,y) € R

Il en résulte que f (R?) C S (Ogs, 1).
b) Soit (r,s,t) € S (Ogs,1). Donc r® + s2 + 12 = 1.
Montrons qu’il existe (z,y) € R? tel que : f (x,y) = (r,s,t).
e Sir=1,alorss=t=0¢etona: (1,0,0)= £(0,0).
e Sir=—1,alorss=t=0etona: (—1,0,0) = f(x,0).
o Si|r| # 1 alors r € |—1,1] et il existe x € |0, [ unique tel que r = cosx (x = Arccosx).

Donc s2 +t2 =1 —12 =1 — cos?(z) = sin?(x). Comme sinz # 0, on a :

s \2 t 2
() +< . ) —1.
SN x SINn T

Par suite il existe y € R tel que :

s t
=cosy et

=siny.

sinzx sinzx

11 résulte de ce qui précede qu’il existe (x,y) € R? tel que :
(r,s,t) = (cosz,sinz cosy,sinzsiny) = f (z,y).

3) Comme R? est connexe par arcs (c’est un ensemble convexe) et f est continue sur R? alors

S (Ogs, 1) = f(R?) est connexe par arcs comme image d’un connexe par arcs par une fonction continue.

Exercice 8 Pour tout k > 1, soit Fy, = {(z,y) € R*| z > %} . Montrer que chaque F}, est fermé dans R?
et que Up>1F}, n’est pas fermé dans R2.
Correction : La fonction
pr: R2 — R
(z,y) — =
est continue sur R? et l'ensemble [%, +oo[ est un fermé dans R. Donc Fy, = (p;)~* ([%, +ooD est fermé

dans R2.



Montrons que Uy>1Fy, n'est pas fermé. Remarquons d’abord que Up>1F} = {(:Jc,y) S R2| T > 0} . D’autre

1

part, la suite (E,O)%N*

est une suite de points de Up>1F}, car on a :

vneN*  (1,0) € F,.

n’

Cependant lim (1,0) = (0,0) ¢ Uy>1Fy,. Donc la réunion n'est pas fermé.
n oo -

—+

Exercice 9 Soit l'ensemble A= {(z,y) € R?: |zy|=1}.

1) Représenter A graphiquement.

2) Déterminer l'image de A par la projection py : (x,y) — x puis en déduire que A n’est pas connexe
par arcs.

3) Montrer que A n’est pas un ouvert de R

4) Montrer que A est un fermé de R

5) A est -il compact ? (Justifier votre réponse).

Correction : 1) Voir schéma.

2) Montrons que p1(A) =R*. On a :
(x,y) e A= 2 #0 = pi(z,y) =z € R*.

Done p1(A) C R*.

Inversement si x € R* alors (x, %) € A et par suite T = pq (:c, %) € p1(A). Donc R* C p1(A).

Il résulte de ce qui précéde que pi(A) = R*.

Supposons que A est connexe par arcs dans R?. Comme p1 est une application continue alors son image
p1(A) = R* est connexe par arcs (car l'image d’un connexe par arcs par une application continue est
conneze par arcs, d’aprés la proposition 2.3.9 du chapitre I1).

Ceci est absurde. Donc A n’est pas connexe par arcs.

3) Montrons que A n’est pas ouvert dans R?. Ceci revient & montrer que A° n'est pas fermé dans R2.
Comme la suite (1,1 — %)neN* converge vers (1,1), ses termes sont tous dans A° et (1,1) ¢ A® alors A°
n’est pas fermé dans R?. Par suite A n’est pas un ouvert de R2.

4) Montrons que A est fermé dans R2.

La fonction ¢ : (z,y) — |zy| est continue sur R? et A= ¢~ 1({1}). Donc A est un fermé de R?> comme

image réciproque d’un fermé par une fonction continue.

5) A n’est pas compact car il n’est pas borné. En effet on a :

Vn € N* (n,%) €A et H(n, l)Hoozn.

n

Donc on a : lim ||(n, l)HOO = +00. D’ot la conclusion.

n—s00 n

Exercice 10 Soit f la fonction de R™ vers R définie par :

1

=— Vz € R".
1 [J]]

f(z)



1) Montrer que f est continue sur R™.

2) Calculer f (R™).

3) Que peut-on en déduire sur l'image directe d’un ouvert ou d’un fermé par une application continue.
Correction :

1) La fonction x — ||x|| est continue et positive sur R™ et la fonction t — est définie et continue

1
1414
sur RT. Donc la fonction f est définie et continue sur R™ comme composée de deux fonctions continues.
2) Montrons que f (R™) =10,1].

1l est clair que :

Ve eR" 0<f(z) <Ll

Donc f(R™) C ]0,1]. De plus f (R™) est connezxe par arcs dans R puisque R™ est connexe par arcs et f
est continue sur R™. Donc f (R™) est un intervalle de R.
Comme f(0) =1 et | Hlim f(x) =0 alors f(R™) =10,1].

x||—-+0o0

On peut aussi montrer linclusion ]0,1] C f(R™) en considérant un vecteur unitaire quelconque u dans

R"™ et en remarquant que :

Va€10,1]  f(12u) =

o 1-a

1+a

3) R™ est un ouvert et un fermé de R", mais f(R™) = |0, 1] n'est ni un ouvert ni un fermé de R. Donc
limage d’un ouvert (resp. un fermé) par une fonction continue n’est pas forcément un ouvert (resp. un

fermé).

Exercice 11 Soit n € N* tel que n > 2.
1) Montrer que pour tout a € R", l’'ensemble R™ — {a} est connexe par arcs.
2) Montrer que la sphére unité S; = {x € R" : ||z|| = 1} de R" est connexe par arcs.
Indication : considérer 'application
g R™N{0} — R
3) En déduire que si xg € R™ et r > 0, la sphére S = {x € R" : ||x — zo|| =1} est connexe par arcs.
Correction :
1) Soit a € R™. Montrons que R™\ {a} est connezxe par arcs.
Soit x,y € R™ {a} tels que x # y. (Donc x # a ety # a).
Soit le segment de R : [z,y] ={(1 = XN)z+ Ay | A€ [0,1]}. On distingue les deuz cas suivants :
Premier cas : Si a ¢ [x,y] alors il est clair que [z,y] C R"\ {a}.

Donc [z,y] est un arc qui joint x a y.

10



Rappelons que dans ce cas, le chemin joignant x & y associé a [x,y] est lapplication continue
v [0,1] — R”
t — (1—-t)x+ty.

1l est clair que

[z, yl =71 ([0,1]), 711 (0) =2 et v (1)=y.

Deuziéme cas : Supposons maintenant que a € [z,y]. Soit ¢ € R™\ {a} tel que ¢ ¢ Dy, ot
Dyy={1—-t)x+tycR"| teR}

est la droite passant par x et y. Comme a # x, on vérifie aisément que Dy y = Dq 4.

D’autre part, a ¢ [x,c|. Sinon, il existe t € ]0,1] tel que a = (1 — t)x + tc puisque a # x. On a alors :

c:%a+%$€Da,m:nyy (car%—{—%:l).

Ceci est absurde et par suite a & [z,c]. On établit de maniére similaire que a ¢ [c,y] .
Par suite [z,c] U [c,y] est un arc dans R™\ {a} qui joint x a y.

Rappelons que dans ce cas, le chemin joignant x & y associé a [x,c] U [c,y] est l'application continue

Y2 - [Oa 1] I Rn\ {a’}
(1 —2t)x + 2tc site [0, %]
(2=2t)c+ (2t —1)y site [5,1].

1l est clair que
[z,c]U eyl =72 ([0,1]), 72(0) =z et (1) =y.

1l résulte des deux cas précédents que R™\ {a} est connexe par arcs.
2) Considérons 'application
g: RN{0} — R
x — e
[E]
Montrons que : g(R™ {0}) = 5(0,1).
L’inclusion directe g(R™\ {0}) C S(0,1) est immédiate puisque

va eR™N{0}  lg(a)l| = |

‘:L

[E
Inversement, si x € S(0,1) alors x # 0 et g(x) = . Donc x € g(R"™\ {0}) et par suite
5(0,1) € g(R™. {0}).

Il s’ensuit que g(R™\ {0}) = S(0,1).

D’autre part, les applications x —— x et © — ||x|| sont trivialement continues sur R™ et on a :
[zl #0 Vo e R™\{0}.

11



Donc g est continue sur R™\ {0} (rapport de deux fonctions continues).
Comme R™\ {0} est connexe par arcs, d’aprés 1), alors S(0,1) = g(R"™\ {0}) est connezxe par arcs.

3) Soient zo € R™ et r > 0. L’application
f: R" — R™

r +— rTr—+x

est continue sur R™ comme somme d’une application linéaire et d’une fonction constante (c’est une

fonction affine).
D’autre part, on a : f(S(0,1)) = S(xo,7). En effet on a, pour tout x € R™ :

exe50,1) — |f(@)—woll = rall = r |zl = r
= f(z) € S(xo,7),
oz € S(xo,r) = ||Ha—w)|[=1 et x=Ff(L(z—0)) € f(S(0,1)).
Par suite f(S(0,1)) = S(xo,7). Comme S(0,1) est connexe pae arcs et f est continue sur R™, la sphére

S(zg,r) est connexe par arcs.

Exercice 12 Montrer que les deux parties

1
A:{(m,y)€R2|x>Oety:$} et B={(z,y) R’ 2>0ety=0}

de R? sont homéomorphes.
Correction : Il suffit de montrer que A et B sont homéomorphes a |0, +0o0].

1l est clair que Uapplication
f: 10,400 — B

x — (x,0)
est une bijection. De plus elle est continue sur |0, +o00] puisque ses composantes le sont. Sa réciproque
ft: B — ]0,400]

(,0) — =z

est continue sur B car c’est la restriction de la projection p1 sur B. Par suite B et |0,+oo[ sont

homéomorphes.

D’autre part, il est clair que Uapplication
g: ]0,+0] — A

T — (x, 5)
est une bijection. De plus elle est continue sur |0, +o00] puisque ses composantes le sont. Sa réciproque

g 1 A — ]0,4o0]

@) — a

12



est continue sur A car c’est la restriction de la projection py sur A. Par suite A et |0, +o0] sont homéo-
morphes.

1l résulte de ce qui précede que A et B sont homéomorphes.

Exercice 13 Soit l'application linéaire
L: R? — R?
(,y) — (@+y,z—y).

Déterminer la norme |L|| de L pour chacune des trois normes usuelles de R?.
Correction :

» On munit R? de la norme |.||,. Alors on a, d’aprés le cours :

IL] = sup Lz, y)l; -
(@)l =1

D’autre part, on a pour tout (x,y) € R? :

Il ==l + 1yl et (L)l =@ +yz =yl =z +yl + ]z -yl

De plus on vérifie aisément que

IL(z 9y = IL(=2, )l = |1L(z, =y)ll = IL(=z, =y)ll,  ¥(z,y) € R

1l s’ensuit que

ILIf =" sup | L(z,y)ll; = sup [1+[2z —1|] =1+ sup |2z —1[=2.
zty=1 0<z<1 0<z<1
z>0,y=>0

» On munit R? de la norme ||.||,. Alors on a, pour tout (z,y) € R?:

IL(z,y)lly = (= +y,2 = y)lly = \/(:Eﬂ/)2 +(z—y)* = V2@ y)l,-

1l en résulte que

1Ll = sup  |L(z,y)lly = sup V2|2, y)ll, = V2.
l(@y)ll,=1 [ (z,)[l=1

» On munit R? de la norme |||, . Alors on a, pour tout (z,y) € R? :

1L, Yoo = (= + 1y, 2 — Y)ll = max(|z+yl|,|z—y|).

Comme pour la norme ||.||; on vérifie facilement que

IZ(2, )l oo = IL(=2,9)llo = 1L(z, =Pl o = I L(~2, =)llos  V(2,y) € R

On a alors
L= sup [|L(z,y)lloo = sup [max(z+y,|z—y])] <2
(@)oo =1 max(z,y)=1
>0,y>0

13



D’autre part, on a :
11 Dl =1 et [[L(L )] = 2.
Donce ||L|| = 2.

Remarque : La norme d’une application linéaire dépend des normes choisies.

Exercices de révision

Exercice 14 Déterminer et représenter les domaines de définition des fonctions suivantes :

2

i) (2,y) = V/sin (@® 1 42) iii) f(e,y,2) = L2

i) g(z,y) = Vycosz vi) f(z,y,2) =In(zyz).

Exercice 15 FEtudier ’existence des limites suivantes au point (0,0) :

. i 24y2 o Ty _

i) f(z,y) = e ) ii) f(z,y) = b

... 272 . .

iii) g (2,) = 574 iv) fl@,y) = (@ +y?)sin (150 )

v) f(%y):i”lfjwsiny vi) f(myy)=< wy+2,lnlw\)-

Exercice 16 Soit I’ensemble
A:{(az,y)eRz/lgmz—f—ngE) et1§y§2}.
Montrer que A est un compact.

Exercice 17 Soit la fonction x+— f(z,y) = %

1) Calculer la limite au point (0,0) de f suivant la direction y = ax (o # —1).

2) Tracer la courbe représentative (C) de la fonction x —— ¢ (z) = 5 sur |—1,1[ ainsi que sa tangente
en 0.

3) Calculer la limite au point (0,0) de f suivant la courbe (C).

4) Conclure.

Exercice 18 Ftudier la continuité de la fonction f définie sur R? par :

y—a2 si oy>a?

fz,y) = , )
0 sty <zt
Exercice 19 Soit la fonction f définie sur R? par :

pe(27)

f(z,y) = P si. (z,y) # (0,0)
0 si (z,y)=(0,0).
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1) Etudier la continuité de f sur R2.

2) i) Vérifier que : |f (z,y)| < |f (0,y)] V(z,y) €R®.

i1) Montrer que f (R2) est un intervalle borné de R.

3) Montrer que f (Rz) = [—\/12?, \/12?} .

Exercice 20 Soit ¢ : R — R une application réelle et soit f : R? — R lapplication définie par :
f(z,y) =p(r) —y Y(z,y) € R2

1) Montrer que f est continue sur R? si et seulement si ¢ est continue sur R.
2) On suppose que @ est continue sur R.

a) Montrer que les ensembles
G={(z,y) eR|y=p(x)} et F={(z,y) €R’| p(z) <y}
sont fermés dans R? et que l’ensemble
V ={(z,y) € R?| p(z) <y}

est un ouvert de R2.
b) Montrer que G est connexe par arcs.
(Considérer Uapplication 1 : x — (x, p(x)) définie sur R.)
3) a) Soient X = (z,y) et X' = (2',y') deux points distincts de R%. Vérifier que :

(X, X' ={(tz+ (1 =t)a', ty+ (1 —t)y')| t € [0,1]}.
b) On suppose maintenant que ¢ est convexe, c’est & dire
otz + (1 —t)y) <te(x)+ (1 —t)ply) Vz,yeR Vtel0,1].
Montrer que F' est connexe par arcs.

Exercice 21 Soit ’ensemble

A={(tsint) eR*| t>0}.

1) Montrer que Uensemble A n'est ni ouvert ni fermé dans R2.

3

)

2) Déterminer l'adhérence A de A. Justifier votre réponse.
) Montrer que A est une partie connexe par arcs de R2.
)

4) Montrer que A n'est pas connexe par arcs dans R2.

Exercice 22 On munit R" d’une norme ||| .
1) Montrer que dans R™, toutes les boules ouvertes sont homéomorphes.
2) Montrer que toutes les boules fermées sont homéomorphes.

3) Montrer que la boule ouverte B(O,1) et R™ sont homéomorphes.
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